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Введение
     Существует много явлений, которые не изменяются с течением времени. Эти явления в большинстве случаев описываются краевыми эллиптическими задачами. Краевые задачи для общих уравнений второго порядка эллиптического типа в настоящее время изучены не менее хорошо, чем краевые задачи для уравнений Лапласа и Пуассона. Многие свойства решений этих задач аналогичны свойствам решений в частных случаях(так как основные свойства определяются типом уравнения).

     Данное учебно-методическое пособие предназначено для студентов очников ФИТ по специальности  5В060100-Математика. Оно написано в соответствии с действующей программой «Уравнения математической физики».

     Это учебно-методическое пособие очень полезно также для студентов обучающихся на очном отделении ИТФ по техническим направлениям
     1 Гармонические функции их свойства
     1.1 Основные свойства гармонических функций
Рассмотрим уравнение Лапласа на плоскости 
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и в пространстве             
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                                                        (2) 
Функции U=U(x,y) на плоскости и U=U(x,y,z) в пространстве, имеющие непрерывные частные производные второго порядка и удовлетворяющие, соответственно, уравнению Лапласа (1) или (2) в некоторой области D, называются гармоническими в этой области.[16]

Простейшими примерами гармонических функций являются линейные функции: 
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в пространстве. Особый интерес представляют решения уравнений Лапласа, обладающие сферической или цилиндрической (в случае двух независимых переменных – круговой) симметрией.

Решение 
[image: image5.wmf])
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, обладающее сферической симметрией, будет определяться  из обыкновенного дифференциального уравнения
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Это уравнение получится, если подставить искомую функцию в уравнение Лапласа (2), записанное в сферических координатах. Интегрируя это уравнение, находим 
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где 
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- произвольные постоянные. Полагая 
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которую часто называют фундаментальным решением уравнения Лапласа в пространстве. Функция 
[image: image13.wmf]0
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 является гармонической всюду в пространстве, кроме начала координат 0.

Аналогично, полагая 
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 и пользуясь уравнением Лапласа в цилиндрических и полярных координатах можно найти решения, обладающие цилиндрической или круговой симметрией:
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Выбирая 
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, будем иметь функцию 
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которую называют фундаментальным решением уравнения Лапласа на плоскости (в случае двух независимых переменных). Функция 
[image: image20.wmf]0
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 удовлетворяет уравнению Лапласа (1) всюду на плоскости, кроме начала координат 0, где она обращается в бесконечность. Фундаментальные решения уравнения Лапласа имеют, помимо большого значения в теории гармонических функций, важный физический смысл.

Рассмотрим в пространстве электрическое поле, образованное точечным зарядом величины 
[image: image21.wmf]q

, помещенным в начало координат. Тогда потенциал этого поля равен
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Аналогично, если рассмотреть поле, создаваемое заряженной прямой, то потенциал такого поля будет равен
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где 
[image: image24.wmf]1
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- линейная плотность заряда (то есть заряд, рассчитанный на единицу длину).

А теперь приступим к изучению свойств гармонических функций.
Теорема о среднем. Пусть функция 
[image: image25.wmf](
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 гармоническая в некотором круге 
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 радиуса 
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с центром 
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 и непрерывная в соответствующем замкнутом круге 
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. Тогда значение этой функции в центре круга равно ее среднему значению на окружности Г, ограничивающей данный круг [14], то есть
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При доказательстве этой теоремы применяется интегральная формула Пуассона для круга, которая будет доказана позже. Она имеет вид (рис.1)
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Если в этой формуле положить 
[image: image32.wmf]0
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, то получится формула (3).

Теорему о среднем можно представить и в другой форме. Для этого запишем формулу (3) для произвольного круга радиуса 
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               Рисунок 1 ( Круг)                                   Рисунок 2 (Кольцо)

[image: image36.wmf](

)

(

)

ò

+

+

=

p

j

j

j

p

2

0

0

0

0

0

sin

,

cos

2

1

,

d

r

y

r

x

U

y

x

U

                                    (4)  
Умножив обе части равенства (4) на 
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 и проинтегрировав по 
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 в пределах от 0 до 
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, получим:
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или
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где 
[image: image42.wmf]D

 - круг радиуса 
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. Разделив обе части полученного равенства на 
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                                         (5)   
В правой части формулы (5) записано среднее значение гармонической функции U(x,y) в круге радиуса R [1].

Имеет место и обратная теорема: если в некоторой области 
[image: image46.wmf]D

 функция 
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 непрерывная и для каждой точки  
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 выполняется теорема о среднем в любом сколь угодно малом круге с центром в точке 
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, то эта функция гармоническая в 
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Из формулы (5) получается:

Следствие. Если функция 
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 гармоническая в некотором круге 
[image: image52.wmf]D

 радиуса 
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 и непрерывная в соответствующем замкнутом круге 
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È

=

D

D

, то 
                            
[image: image55.wmf](

)

(

)

.

,

1

,

2

0

0

òò

£

D

dxdy

y

x

U

R

y

x

U

p

                                        (6)   
Число 
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 называется нормой функции 
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, и неравенство (6) можно переписать в виде 
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Неравенство (6) доказывается совсем просто, если воспользоваться известным неравенством Коши-Буняковского:
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Можно применить это неравенство к формуле (5):
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Что требовалось доказать [3]. 

Замечание. В теории эллиптических уравнений наряду с гармоническими функциями часто встречаются и другие, так называемые суб- и супергармонические функции. 

Функция 
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, определенная и непрерывная в области 
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, называется субгармонической в области 
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 в любом сколь угодно малом круге с центром в точке 
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где 
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Если выполняется неравенство
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то функция 
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 называется  супергармонической в 
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. Гармонические функции удовлетворяют и неравенству  (7), и неравенству (8), поэтому они являются частными случаями суб- и супергармонических функций [16].

Справедлива следующая теорема:

Теорема. Если функция 
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) [16].

Гармонические функции, помимо вышеуказанных свойств, обладают и многими другими свойства. Приведем еще два из них.

Неравенство Харнака. Пусть функция 
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 радиуса 
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 с центром  
[image: image84.wmf](

)

0

0

,

y

x

 и непрерывная в соответствующем замкнутом круге 
[image: image85.wmf]G

È

=

D

D

. Тогда  при любом 
[image: image86.wmf]R

<

£

r

0

 она удовлетворяет неравенству
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Из неравенства Харнака следует  теорема Лиувилля.

Теорема Лиувилля. Гармоническая на всей плоскости функция 
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 не может быть ограничена сверху или снизу, если она не постоянная [6].

Доказательство. Если функция 
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 ограничена сверху, то 
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- ограничена снизу  и тоже гармоническая. Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда функция ограничена снизу: 
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 тоже гармоническая функция. Итак, предполагая существование гармонической во всей плоскости неотрицательной функции 
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Воспользуемся неравенством Харнака (
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Если функция 
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 гармоническая во всей плоскости 
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то есть  
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 Теорема Лиувилля доказана. 

Замечание. Гармонические функции в пространстве обладают аналогичными свойствами. Приведем формулировку одного из них.

Теорема о среднем. Пусть функция 
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 EMBED Equation.3  [image: image110.wmf]G
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 [8]. Тогда значение этой функции в центре шара равно:

а) ее среднему значению на сфере Г, ограничивающей данный шар, то есть 
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б) ее среднему значению в шаре 
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Замечание. Гармонические функции на плоскости  имеют особое значение благодаря их связи с аналитическими функциями комплексного переменного. Известно, что аналитическая функция 
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- комплексное число, удовлетворяет условиям Коши-Римана
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Дифференцируя первое равенство формулы (9) по 
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, а второе получим по 
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Подобным образом, меняя порядок дифференцирования, находим:
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Следовательно, действительная и мнимая части  
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 аналитической функции удовлетворяют уравнению Лапласа. Обычно говорят, что 
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, удовлетворяющие условиям Коши-Римана, являются сопряженными гармоническими функциями.
1.2 Принцип максимума
Среди свойств, которыми обладают гармонические функции, одно свойство, называемое принципом максимума, несомненно, имеет ведущее значение.

Теорема. Если функция 
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Доказательство. Обозначим через 
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 максимум значений 
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 и предположим, что максимальное значение функции равно 
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где 
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- диаметр области 
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 (максимальное расстояние между любыми двумя точками, принадлежащими области). Из неравенства 
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В то же время 
[image: image146.wmf](

)

(

)

M

y

x

U

y

x

V

=

=

0

0

0

0

,

,

. Отсюда следует, что максимум 
[image: image147.wmf](

)

y

x

V

,

 внутри 
[image: image148.wmf]D

 не меньше, чем 
[image: image149.wmf]M

, а следовательно, больше чем максимум 
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Полученное противоречие означает, что предположение 
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Для доказательства неравенств, ограничивающего 
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достаточно применить уже полученный результат к функции - 
[image: image162.wmf](
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, которая, очевидно, тоже является гармонической. Теорема о максимуме и минимуме доказана.

На самом деле, если гармоническая функция 
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Это утверждение называется (строгим) принципом максимума (в отличие от предыдущего - “нестрого” принципа максимума). Сформулируем следствия из него.

Следствие. Если функция 
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В частности, если 
[image: image172.wmf]0

=

G

U

, то 
[image: image173.wmf](

)

0

,

º

y

x

U

 в 
[image: image174.wmf]D

.

Это утверждение вытекает из (10):
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Объединяя эти неравенства в систему, будем иметь:
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Из принципа максимума следуют и многие другие важные свойства гармонических функций. Однако сейчас будут сформулированы и доказаны лишь две теоремы.

Постановка задачи Дирихле: В области 
[image: image177.wmf]D

 найти решение уравнения Лапласа, удовлетворяющее граничному условию 
[image: image178.wmf]U

/
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Теорема о единственности решения задачи Дирихле.

Решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа в ограниченной области (если оно существует) единственное.

Доказательство. Пусть задача имеет два решения 
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, удовлетворяющих одному и тому же условию Дирихле на границе 
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 тоже будет непрерывной и гармонической функцией, и на границе будет обращаться в нуль. По принципу максимума
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Следовательно, 
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. Единственность доказана [14]. Вторая теорема имеет еще более длинное название.

Теорема о непрерывной зависимости решения задачи Дирихле от граничных условий. 

Пусть 
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 функции, граничные значения которых равны, соответственно, 
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 [14].

Доказательство. Рассмотрев функцию 
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, удовлетворяющую уравнению Лапласа в области 
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 и принимающую на границе 
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 значения 
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, а так же на основании следствия 1 (см. формулу (11)) можно утверждать, что
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что и требовалось доказать [3].

Эти теоремы имеют большое значение в вопросе о корректности задачи Дирихле, который рассмотрим в дальнейшем.

Нужно отметить, что принцип максимума выполняется и для функций, гармонических в пространственных областях.
1.3 Функция Грина. Примеры
В этом пункте рассматривается уравнение Лапласа 
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) – расстояние между точками 
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. Предположим, что на границе области 
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 задано нулевое условие Дирихле.

Функция 
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2. гармоническая в 
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Как следует из определения, функция Грина непрерывная и гармонична всюду в области 
[image: image228.wmf]D

 за исключением точки 
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, в которой она имеет особенность типа 
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 в пространстве. Функцию Грина иногда называют функцией источника.

Функция Грина 
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 (если она существует) однозначно определяется свойствами 1-3. Кроме того, 
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. Рассмотрим, к примеру, плоскую область 
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. Для того, чтобы доказать единственность функции Грина, предположим противное: пусть 
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 - две функции, обладающие свойствами 1-3 для заданной области 
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Каждая скобка в правой части (12) представляет собой функцию, гармоническую всюду в 
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Пример 1. На плоскости рассмотрим круг радиуса 
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 с центром в начале координат. Построим функцию Грина в круге. При построении этой функции нам понадобится понятие сопряженных точек. Точки 
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Рисунок 3 (Сопряженные точки относительно окружности)
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Возьмем функцию 
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Рисунок 4 (Понятие функция Грина)
По теореме косинусов 
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Отсюда 
[image: image297.wmf](

)

(

)

(

)

0

/

/

ln

1

ln

,

0

0

0

=

-

=

G

r

r

R

r

R

r

P

P

G

. Функция 
[image: image298.wmf]1

0

/

ln

r

r

R

 является гармонической всюду в области 
[image: image299.wmf]D

, так как точка 
[image: image300.wmf]P

 принадлежит области, а точка 
[image: image301.wmf]*

P

 лежит вне области 
[image: image302.wmf]D

 и, следовательно, 
[image: image303.wmf]0

1

>

r

. Гармоничность функции  легко проверяется, если записать оператор Лапласа в полярной системе координат с полюсом в точке 
[image: image304.wmf]*

P

: 

[image: image305.wmf]
[image: image306.wmf](

)

(

)

(

)

0

1

ln

1

ln

ln

/

ln

/

ln

2

1

2

1

1

1

1

1

0

1

0

=

-

=

¢

-

-

º

D

-

D

=

D

r

r

r

r

r

r

r

R

r

r

R

n

.
Поэтому функция 
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Пример 2. Функцию Грина можно рассматривать не только для ограниченных, но и для неограниченных областей. В качестве примера построим функцию Грина для полуплоскости. Для этого определим точки, сопряженные относительно прямой: точки  
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 называются сопряженными относительно прямой, если они симметричны относительно этой прямой (см. рис. 5)
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Рисунок 5 (Сопряженные точки относительно прямой)                                                      
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Поэтому 
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Следовательно, функция 
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     2 Эллиптические задачи на плоскости
2.1 Метод функции Грина решения задачи Дирихле
 Метод функций Грина решения задачи Дирихле основывается на формулах Грина. На плоскости эта формула имеет следующий вид: если функции 
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где 
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 - замкнутая кривая, лежащая внутри кривой 
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 (см. рис.7). Кривая 
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Рисунок 6 (Ограниченная область)
Аналогичная формула имеется и в случае пространства, однако мы ее не приводим, поскольку в дальнейшем метод функций Грина подробно излагается только для плоских областей. Для искомой гармонической функции 
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 EMBED Equation.3  [image: image375.wmf]                                 (15)     
где 
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- окружность радиуса 
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Из определения функции Грина вытекает, что 
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Кроме того, функция 
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 и ее производная
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Переходя к пределу при 
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Таким образом, из формулы (15) с учетом граничного условия 
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Эта формула дает решение задачи Дирихле для ограниченной области на плоскости, если известна функция Грина 
[image: image409.wmf]G

.

В пространстве доказывается аналогичная формула, дающая интегральное представление решения задачи Дирихле, если известна соответствующая функция Грина. Она имеет вид
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 - положительно ориентированная поверхность, ограничивающая область 
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 в пространстве, и 
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 - граничные значения гармонической функции.
Замечание. Метод функций Грина позволяет получать решения многих задач в областях различной формы. Однако для каждой области (а точнее, для каждого оператора, стоящего в левой части граничного условия) и для каждого уравнения нужно находить всю функцию Грина, что является часто непростой задачей. В том случае, когда функция Грина известна, например, для круга, шара или других простых областей, решение соответствующей задачи выводится несложными вычислениями [4].

С помощью формулы (16) легко получается интегральная формула Пуассона для круга. Для этого нужно вычислить производную 
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Так как направление внешней нормали к 
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 совпадает с направлением полярного радиуса 
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На границе 
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Подставим полученное выражение для производной в формулу (16):
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Так как точка 
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 - полярная система координат с полюсом в точке О. Тогда окончательно формула (17) примет вид:
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Из формулы (18) нетрудно получить интегральную формулу Пуассона для произвольного круга радиуса 
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 с центром 
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 в круг того же радиуса, но с центром в начале координат, запишем для него формулу (18), а затем вернемся к прежним переменным. В результате будем иметь формулу
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Функция 
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 называется ядром Пуассона для круга [2]. Отметим некоторые свойства ядра Пуассона.
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3. При 
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Свойство 1 очевидно, так как 
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Свойства 2 и 3 проверяются  непосредственно с помощью вычислений. Однако свойство 3 можно доказать и более красивым способом. А именно, если рассмотреть задачу Дирихле в круге радиуса 
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с граничным условием 
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, то решение такой задачи определяется формулой Пуассона (18):
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С другой стороны, функция 
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 так же является решением задачи Дирихле в круге с тем же граничным условием. В силу единственности решения задачи Дирихле получаем равенство (19).
2.2 Внутренняя задача Дирихле для круга
Есть множество способов решения внутренней задачи Дирихле для круга:
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граничные условия
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Сначала граничное условие разлагается в ряд 
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а затем ищется решение каждой из задач
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Решения этих задач записываются в виде
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откуда получается решение задачи Дирихле
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Для начала рассмотрим решение этой задачи методом разделения переменных, а затем, когда решение в виде ряда будет найдено, преобразуем его к другому виду (интегральная формула Пуассона).
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Схема 1(Решение задачи Дирихле в круге)
Несколько пояснений к схеме 1:

1. Нужно проверить, что константа разделения неотрицательна (вот почему она обозначена 
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). Если бы константа разделения была отрицательной, то функции 
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 не были бы периодическими. Если же константа разделения нулевая, то в решение необходимо ввести логарифмический член, т. е. 
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2. Нужно знать, как получить константы 
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Итак, решение задачи Дирихле записывается в виде


(20)     
Прежде чем перейти к другой форме представления решения, проведем анализ формулы (20).

Анализ решения задачи Дирихле.
1. Остановимся сначала на структуре решения (20). Согласно этому решению, мы в первую очередь должны разложить граничную функцию в ряд Фурье
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А затем решить задачу для каждого синуса и косинуса, входящих в ряд. Каждое из этих слагаемых порождает решения вида 
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2. Решение, например, задачи
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должно иметь вид  
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, все остальные значения  
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 равны нулю, поэтому для их вычисления нет необходимости пользоваться формулами.
3. Если радиус круга произволен (скажем R)
, то решение запишется в виде
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Заметим, что константа 
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 в решении (20) представляет собой среднее значение функции 
[image: image486.wmf])

(

q

g



[image: image487.wmf]ò

=

p

q

q

p

2

0

0

)

(

2

1

d

g

a

.

Этим завершается решение задачи методом разделения переменных. Перейдем теперь к весьма интересной интегральной формуле Пуассона. 
    Теперь нужно взять решение задачи Дирихле, полученное методом разделения переменных
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(случай произвольного радиуса круга) и подставить в него формулы для вычисления коэффициентов 
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. После ряда выкладок с применением алгебры, интегрального исчисления и тригонометрии получается
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Последнее выражение и называется интегральной формулой Пуассона. 

                                                                                                                              (21)

Анализ интегральной формы решения.

1. можно считать, что по формуле Пуассона (21) потенциал 
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 является  взвешенным средним граничного потенциала. Весовая функция называется ядром Пуассона и имеет вид 

                                     Ядро Пуассона =
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Это говорит нам кое-что о физике системы, а именно: потенциал в точке является взвешенным средним потенциалов соседних точек. Ядро Пуассона показывает только, каков вклад каждой точки в общий потенциал (рис.8).

[image: image499.png]



Рисунок 7 (Потенциал)
Для граничных значений (
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, ядро Пуассона становится большим, так как знаменатель ядра равен квадрату расстояния между точками 
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, то ядро Пуассона также неограниченно возрастает. Поэтому численные значения решения вблизи границы удобнее вычислять с помощью рядов.

2. Если вычислить потенциал в центре круга по формуле Пуассона, то получим
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Другими словами, потенциал в центре равен среднему значению потенциала на окружности [15].             
2.3 Задача Дирихле для внешности круга и полуплоскости
Формулировка внешней задачи Дирихле на плоскости имеет некоторые особенности.
Пусть 
[image: image513.wmf]D

 - плоская ограниченная область, граница которой – замкнутая кривая 
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Рисунок 8 (неограниченная область)
Внешняя задача Дирихле ставится следующим образом: требуется найти функцию 
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Для внешней задачи Дирихле справедлива следующая теорема.

Теорема. Решение внешней задачи Дирихле единственно и непрерывно и зависит от граничных значений [16].

Доказательство этих утверждений следует из неравенства
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Неравенство (22) выполняется для любых функций, гармонических в области 
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В теории гармонических функций доказывается, что внешняя задача Дирихле всегда разрешима, если граничная функция 
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 достаточно гладкая.

В случае внешности круга радиуса 
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 с центром в точке 
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 решение задачи Дирихле задается в виде интегральной формулы Пуассона
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Формула (23) очень похожа на (18) и (21), только сейчас (при 
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 и 
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 поменялись местами. В остальном ядро Пуассона здесь обладает теми же свойствами, как и для круга.

Рассмотрим теперь задачу для полуплоскости 
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 Поэтому 
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Если 
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 После подстановки производной в формулу (16) решение 
[image: image554.wmf](

)

0

0

,

y

x

U

 запишется в виде


[image: image555.wmf](

)

(

)

(

)

ò

¥

¥

-

+

-

=

2

0

2

0

0

0

0

,

y

x

x

dx

x

f

y

y

x

U

p

                                      (24)

Формула (24) называется интегральной формулой Пуассона для полуплоскости. Она содержит несобственный интеграл, для сходимости которого надо налагать дополнительные условия на граничную функцию 
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. Например, достаточно, чтобы граничная функция была ограниченной на бесконечности. При выводе формул (23), (24) используют формулу (16), предварительно обобщенную на случай неограниченных областей. Функция 
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2.4 Задача Дирихле в кольце

Задача Дирихле в кольце:
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Воспользуемся методом разделения переменных, но в отличие от внутренней задачи Дирихле не станем отбрасывать решения вида
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Следовательно, решение должно записываться в виде 
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Рисунок 9 (Мыльная пленка)
Здесь цель – найти форму мыльной пленки, натянутой между двумя проволочными ободками. Т.е. решить задачу (25). Общая схема этой задачи изображена на рис.10 

Задача состоит в том, чтобы найти решение 
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Подставляя их в уравнение Лапласа, получаются два обыкновенных дифференциальных уравнения для функций 
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Нужно отметить, что константа разделения в этих уравнениях должна быть больше или равна нулю (
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Из этих двух уравнений наибольший интерес представляет уравнение Эйлера.

Решение уравнения Эйлера (
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Случай 1 (
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общее решение которого находится:
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Случай 2 (
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Решение ищется в виде 
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являлась общим решением уравнения. Подстановка 
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Итак, используя решение уравнения Эйлера, получается
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Функция 
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. Теперь можно с помощью произведения составить следующие решения.

Решение уравнения Лапласа.
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Поскольку сумма этих решений также является решением, то можно сделать вывод, что общее решение уравнения Лапласа должно иметь вид (27). Осталось только найти все коэффициенты в сумме (27) так, чтобы удовлетворить граничным условиям (26).

Подстановка (27) в (26) приводит к следующим уравнениям:
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  (решаются относительно 
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  (решаются относительно 
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  (решаются относительно 
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Тем самым из этих уравнений находятся все неизвестные коэффициенты 
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. Теперь задача (25)-(26) полностью решена. Решение дается выражением (27), коэффициенты которого определяются по формулам (28) [15].
3 Эллиптические задачи в пространстве
3.1 Решение задачи Дирихле для шара и полупространства
Постановка задачи. Однородное трехмерное волновое уравнение:
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и уравнение теплопроводности:
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в случае когда функция 
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Это уравнение, следовательно, описывает стационарные явления, т.е. состояния, не меняющиеся с течением времени. Так, например, всякое стационарное распределение температур в однородном теле, или стационарное поле плотностей в газе, должно удовлетворять уравнению Лапласа 
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Рассмотрим конкретно стационарное распределение температур в однородном теле, занимающем область 
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 пространства. Допустим, что на границе 
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]. Тогда температура 
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 должна удовлетворять следующему краевому условию:
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которое выводится совершенно аналогично тому, как были получены краевые условия для конечного стержня. Здесь 
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 - постоянные - коэффициенты внешней и внутренней теплопроводности, 
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Стационарный тепловой режим на поверхности тела, задаваемый условием (29), определяет некоторое стационарное распределение температур внутри тела. Это распределение температур является, таким образом, решением следующей краевой задачи (задачи без начальных условий): в области 
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удовлетворяющее на границе 
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 области 
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 краевому условию:
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(которое является другим видом записи условия (29): 
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Особо важными являются следующие частные случаи этого краевого условия:

1. 
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, условие имеет вид:
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т.е. заданы значения искомого решения на границе области. Эта задача называется первой краевой задачей, или задачей Дирихле.

2. 
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, условие принимает вид:
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т.е. заданы значения нормальной производной искомого решения на границе области. Эта задача называется второй краевой задачей, или задачей Неймана [14].

Если 
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, то задача называется третьей краевой задачей.

Краевые задачи (30) и (31) или  (32), или (33), связанные с уравнением Лапласа, играют очень важную роль в математической физике, в частности в теории электромагнитного поля, так как величина 
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 может иметь, в зависимости от конкретной физической задачи, различный физический смысл (температура, электростатический потенциал и т.д.).

К числу областей, для которых функция Грина может быть легко построена, относится шар. Пусть 
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Теперь нетрудно видеть, что функция 
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является функцией Грина для шара 
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                 Рисунок 10 (сопряженные точки относительно шара)                                                

Для того чтобы подставить в формулу 
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найденную функцию Грина, надо еще вычислить 
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то целесообразно перейти к сферическим координатам. Пусть сферические координаты точки 
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Рисунок 11(Представление в сферической системе координат)
Из формулы 
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Заменяя 
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По формуле (35) мы получаем, таким образом, следующее решение задачи Дирихле для шара радиуса 
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 с центром в начале координат:
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где функция 
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 следует подставить его выражение (36). Формула (37) дает значение решения в точке 
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Напомним, что функция (37), решение задачи Дирихле для шара, удовлетворяет внутри шара уравнению Лапласа и принимает на его границе значения 
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Интеграл (37) называется интегралом Пуассона для сферы (или шара), а функция 
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 - ядром Пуассона. Отметим, что интеграл по всей сфере от ядра Пуассона равен 1:
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Это следует из того, что поскольку задача Дирихле имеет единственное решение, этим решением при
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Рассмотрим теперь задачу Дирихле в полупространстве. Границей полупространства является плоскость, которую мы принимаем за плоскость 
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При этом, конечно, предполагается, что граничные значения 
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  таковы, что двойной интеграл (38) сходится [13].

Функцию Грина для полупространства нетрудно найти. Она равна


[image: image805.wmf](

)

P

P

P

P

r

r

P

G

*

0

0

1

1

-

=

,

где 
[image: image806.wmf])

,

,

(

0

0

0

*

0

z

y

x

P

-

 - точка симметричная с точкой 
[image: image807.wmf]0

P

 относительно плоскости 
[image: image808.wmf]y

x

,

. Действительно, функция 

[image: image809.wmf](

)

P

P

r

P

H

*

0

1

-

=


определена во всем полупространстве 
[image: image810.wmf]0

>

z

, удовлетворяет в нем уравнению Лапласа 
[image: image811.wmf]0

=

D

H

 и условию 


[image: image812.wmf](

)

Q

P

Q

P

r

r

Q

H

H

0

/

*

0

1

1

-

=

-

=

=

s

, так как 
[image: image813.wmf]Q

P

Q

P

r

r

0

/

*

0

=

 (см. рис.14). 

[image: image814.png]



Рисунок 12 (Полупространство)
Следовательно,
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если этот двойной интеграл сходится [6].
3.2 Шаровые функции Лапласа и сферические функции
Другим методом решения краевых задач для шара является метод разделения переменных. Запишем уравнение Лапласа в сферических координатах:
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Всякое (однозначное) решение этого уравнения 
[image: image820.wmf](

)

j

J

,

,

r

u

u

=

 должно быть периодической функцией 
[image: image821.wmf]j

 с периодом 
[image: image822.wmf]p

2

: 
[image: image823.wmf](

)

(

)

j

J

p

j

J

,

,

2

,

,

r

u

r

u

=

+

. Разложив ее в ряд Фурье, который записывается в следующем виде:


[image: image824.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

å

¥

=

+

+

=

1

0

sin

,

cos

,

,

2

1

n

n

n

n

r

n

r

r

u

j

J

b

j

J

a

J

a

.

Подставляя это разложение в уравнение (40), найдем, что должно иметь место равенство:
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откуда вытекает, что коэффициенты 
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 должны удовлетворять уравнению: 
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 так же удовлетворяет этому уравнению при 
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В этом уравнении можно разделить переменные, что приводит к двум уравнениям:
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где 
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 - постоянная [1].
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получится уравнение, которому должна удовлетворять функция 
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. Для этого заметив, что
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Подставив эти выражения для производных в уравнение (43), можно найти искомое уравнение:
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При 
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и называется уравнением Лежандра. Уравнение Лежандра имеет решения, разлагающиеся в ряд по степеням 
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, которые и нужно в первую очередь искать. Полагая 
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Cследовательно, 
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откуда находится, что коэффициенты должны удовлетворять соотношениям:


[image: image856.wmf]0

2

0

2

=

+

c

c

l

, 
[image: image857.wmf](

)

0

2

6

1

3

=

-

+

c

c

l

                                      (46)
и для 
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Это соотношение показывает, что если
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 - некоторое фиксированное неотрицательное целое число: 
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Вернемся теперь к уравнению Лапласа (40). Если ищутся решения этого уравнения, ограниченные  в некотором шаре с центром в начале координат, то постоянной 
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Решениями этого уравнения являются функции 
[image: image876.wmf]m

r

R

=

 и 
[image: image877.wmf]1

-

-

=

m

r

R

. В силу ограниченности функции внутри шара можно использовать только первое из этих решений, т.е. должны положить 
[image: image878.wmf](

)

m

r

r

R

=

.

Таким образом, коэффициенты ряда Фурье:
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могут быть теперь составлены из функций:
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причем в последних двух рядах 
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. Подставляя эти выражения для коэффициентов ряда (48), можно получить представление решения уравнения Лапласа в виде
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Переставляя порядок суммирования в двойных рядах, можно переписать это решение так:
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где введены следующие обозначения:
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   Функции 
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так же называется сферической функцией, а функция
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называется шаровой функцией Лапласа [11].
Шаровая функция 
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Полученное решение теперь может быть записано в виде
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Необходимо, чтобы решение (51) уравнения Лапласа удовлетворяло краевому условию:
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которое можно подробнее записать в виде
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Такое разложение оказывается возможным для достаточно широкого класса функций, причем его коэффициенты определяются так же, как коэффициенты Фурье, на основании свойства ортогональности. Сферические функции Лежандра ортогональны на сфере 
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 любого радиуса с центром в начале координат, т.е.
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Если же верхние индексы равны, то рассматриваемый двойной интеграл равен 
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т.к. при равных верхних индексах произведение 
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Если 
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Умножая первое из них на 
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откуда:
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Если 
[image: image946.wmf]1

m

m

¹

, то отсюда действительно вытекает равенство нулю интеграла (54).

Чтобы определить теперь коэффициенты 
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 в разложении (52), нужно умножить это равенство на 
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 с центром в начале координат. Тогда в силу ортогональности сферических функций, получается при 
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откуда можно вычислить коэффициенты 
[image: image953.wmf]m
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[image: image954.wmf]m
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, если известны интегралы в правых частях последних равенств. Эти интегралы могут быть вычислены по следующей формуле (
[image: image955.wmf]J
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(знаки здесь согласованы, т.е. если в левой части берется верхний знак «+», то и в первой строке правой части должен быть взят верхний знак, и аналогично для нижнего знака).

Таким образом, в разложении (52) коэффициенты определяются по формулам:
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которые получаются из равенств (55) и (56) [15].
4 Методические указания по выполнению индивидуальных домашних заданий
4.1 Гармонические функций и их свойства

Задание 1. Показать, что функция 
[image: image960.wmf](
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 и 
[image: image962.wmf]b

 - произвольные постоянные, есть гармоническая функция.

Решение. По определению функция 
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Найдем производные 
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Задание 2. Доказать, что функции 
[image: image973.wmf](

)

n

iy

x

+

 и 
[image: image974.wmf](
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Решение. Мы имеем:


[image: image975.wmf](

)

(

)

2

2

2

)

1

(

-

±

-

=

¶

+

¶

n

n

iy

x

n

n

x

iy

x


и


[image: image976.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

)

1

(

)

)(

1

(

-

-

±

-

-

=

±

±

-

=

¶

+

¶

n

n

n

iy

x

n

n

iy

x

i

n

n

y

iy

x

.

Поэтому
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[image: image978.wmf](
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 - однородные гармонические многочлены 
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Нужно отметить, что если 
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Поэтому функции 
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 также гармонические.
Задание 3. Найти значение гармонической функции 
[image: image984.wmf](
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Решение. Так как значение гармонической функции в центре круга равна среднему арифметическому ее значению на границе этого круга, то 
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Переходя к полярным координатам 
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Здесь 
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Задание 4. Найти значение гармонической функции 
[image: image995.wmf](
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Решение. Так как значение гармонической функции в центре круга равна среднему арифметическому ее значению на границе этого круга, то 
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Переходя к полярным координатам 
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Здесь 
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Задание 5. Определить являются ли функции 
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 сопряженной парой гармонических функций.

Решение. Сопряженной парой гармонических функций называют две функции, удовлетворяющие условиям Коши-Римана
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Найдем производные 
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 Условие Коши-Римана выполняется, следовательно, функции 
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Задание 6. Найти все гармонические функции вида 
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Решение. Так как искомые функции должны быть гармоническими, то они должны удовлетворять уравнению Лапласа. Подставим данную функцию в уравнение Лапласа. 

Положим 
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Складывая последние два равенства, получим
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Общим решением которого является функция
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Итак, искомые гармонические функции имеют вид
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Упражнения для самостоятельного решения.
I Являются ли следующие функции гармоническими:

1. 
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[image: image1040.wmf]A
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 - произвольные постоянные.

II Показать, что следующие функции являются гармоническими:
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III Найти значения гармонической функции 
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IV Даны пары 
[image: image1055.wmf](

)

y

x

u

,

, 
[image: image1056.wmf](

)

y

x

v

,

 гармонических функций. Найти среди них сопряженные пары гармонических функций:
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VII Найти все гармонические функции указанных видов:
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4.2 Задача Дирихле для круга
Примеры выполнения упражнения 

Задание 1. На окружности круга 
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Найти распределение температуры внутри круга, предполагая, что оно стационарно.

Решение. Поставленная задача – задача Дирихле для круга: требуется найти функцию, гармоническую внутри круга и принимающую на границе круга заданные значения
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Из теории уравнения, что если значения гармонической функции 
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то внутри круга имеем:
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Из граничного условия получается:
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Откуда, сравнивая коэффициенты при 
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Задание 2. Найти стационарное распределение температуры на однородной тонкой круглой пластинке радиуса 
[image: image1107.wmf]R

, верхняя половина которой поддерживается при температуре 1°, а нижняя – при температуре 0°.

Решение. Решение ищем в виде
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Пусть точка 
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или
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Производя аналогичные преобразования, находится
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Задание 3. Решить методом разделения переменных задачу Дирихле для уравнения Лапласа в единичном круге с граничным значением 
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Решение. Для решения этой задачи применяется формула
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Таким образом
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Тогда 
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Задание 4. Решить внешнюю задачу Дирихле
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Решение. Решение ищем в виде ряда
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Все коэффициенты равны нулю, кроме 
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Отсюда задача имеет решение 
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Задание 5. Решить с помощью интегральной формулы Пуассона задачу Дирихле в полуплоскости 
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Решение. Решение ищем в виде  
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Введем замену 
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Получается
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Задание 6. Решить задачу Дирихле в кольце. Потенциал на внутренней окружности равен нулю, а потенциал на внешней равен 
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Решение. Первое, что нужно сделать – это вычислить все интегралы 
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  (решаются относительно 
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  (решаются относительно 
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Зная все коэффициенты, выпишем решение задачи
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Легко проверить, что эта функция удовлетворяет обоим граничным условиям. Очевидно и то, что она удовлетворяет уравнению Лапласа, так как принадлежит классу функций вида
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Задание 7. Решить задачу Дирихле в кольце
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Решение. В этом случае можно сэкономить массу времени, поскольку очевидно, что решение не зависит от 
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 (так как граничные условия не зависят от 
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Откуда 
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Следовательно, решением будет функция
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Ее график изображен на рисунок Б.1
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Рисунок Б.1 - Зависимость потенциала от радиуса внутри кольца.

Задание 8. Решить задачу Дирихле в кольце 
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Можно быстро проверить, что все коэффициенты 
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 определяются из системы уравнений
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Решая эту систему, получается 
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. Следовательно, решением задачи является функция
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Форма кривых при различных значениях 
[image: image1243.wmf]q

 показана на рисунок Б.2

[image: image1244.png]



Рисунок Б.2 - Мыльная пленка между 
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Упражнения для самостоятельного решения

I Найти функцию 
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II Найти функцию 
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III Найти функцию 
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IV Найти решение внутренней задачи Дирихле в круге радиусом 
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V Найти функции 
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VI Найти решение уравнения Лапласа для внутренней части кольца 
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VII Найти решение уравнения Лапласа 
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VIII Найти решение уравнения Лапласа в полуплоскости 
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IX Найти функцию, гармоническую внутри кольца 
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X Найти функцию, гармоническую внутри кругового сектора 
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XI Найти решение уравнения Лапласа 
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XII Найти решение уравнения Лапласа 
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XIII Доказать, что функция 
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4.3 Задача Дирихле в пространстве
Примеры выполнения упражнения на умение

Задание 1. Рассмотрим стационарное распределение температуры в однородном шаре радиуса 
[image: image1316.wmf]q

  при условии, что верхняя половина его границы поддерживается при температуре 0, а нижняя – при температуре 1. Задача сводится к нахождению функции, удовлетворяющей уравнению Лапласа внутри шара и принимающей на его границе значения
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 находим:
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Найдем распределение температуры на вертикальном диаметре шара: 
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Обе эти формулы при 
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Найдем еще температуры в середине верхнего вертикального радиуса (
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Задание 2. На границе однородного полупространства поддерживается постоянная температура, равная 1 в круге 
[image: image1334.wmf](

)

1

2

2

<

+

y

x

K

 и 0 вне этого круга. Найдем стационарное распределение температур в полупространстве. По формуле  
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В частности, на положительной полуоси 
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Переходя к полярным координатам на плоскости 
[image: image1339.wmf]y

x

,

: 
[image: image1340.wmf]j

j

sin

,

cos

r

y

r

x

=

=

, получим:


[image: image1341.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

0

0

1

0

2

1

2

0

2

0

1

0

3

2

0

2

0

1

0

2

0

3

2

0

2

0

0

1

1

2

,

0

,

0

z

z

z

r

z

z

r

rdr

z

z

r

rdrd

z

z

u

+

-

=

+

-

=

+

=

+

=

-

ò

ò

ò

p

j

p

.

Таким образом, при удалении точки 
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Упражнения для самостоятельного решения

I Определить функцию 
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1. внутри сферы радиуса 
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II Определить стационарное распределение температуры внутри сферического слоя 
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III Найти потенциал поля точечного электрического заряда, помещенного над идеально проводящей заземленной плоскостью 
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, и найти решение первой краевой задачи для уравнения Лапласа в полупространстве 
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. Решение искать методом функции Грина.

IV Решите задачу Дирихле в шаре 
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V Найдите решение задачи Дирихле в шаре
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Тестовые задания
1. Уравнение Лапласа на плоскости:
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2. Уравнение Лапласа в пространстве:
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3. Если функция 
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 радиуса 
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 и непрерывная в соответствующем замкнутом круге 
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4. Неравенством Коши-Буняковского:
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5. Функция 
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6. Функция 
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7. Если функция 
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8. Если функция 
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9. Выберете неравенство Харнака:
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10. Если функция 
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 гармоническая в ограниченной области 
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 и непрерывная в соответствующей замкнутой области 
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 11. Если функция 
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 и гармоническая в 
[image: image1454.wmf]D

, то:

A) 
[image: image1455.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

D

y

x

y

x

U

y

x

U

y

x

Î

³

G

Î

,

,

,

max

,

,


B) 
[image: image1456.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

D

y

x

y

x

U

y

x

U

y

x

Î

£

G

Î

,

,

,

max

,

2

,


C) 
[image: image1457.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

D

y

x

y

x

U

y

x

U

y

x

Î

£

G

Î

,

,

,

max

,

,

    
D) 
[image: image1458.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

D

y

x

y

x

U

y

x

U

y

x

Î

³

G

Î

,

,

,

max

,

2

,


E) 
[image: image1459.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

D

y

x

y

x

U

y

x

U

y

x

Î

=

G

Î

,

,

,

max

,

2

,


12. Если функции 
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 имеют непрерывные частные производные второго порядка в ограниченной области 
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 и непрерывны в замкнутой области 
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13. Какая функция  называется ядром Пуассона для круга:
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14. Ядро Пуассона положительно при:

A) 
[image: image1474.wmf]R

=

r


B) 
[image: image1475.wmf]R

>

r


C) 
[image: image1476.wmf]R

<

r

          
D) 
[image: image1477.wmf]R

³

r


E) 
[image: image1478.wmf]R

£

r


15. Ядро Пуассона всюду равно нулю, кроме точки 
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    16. Ядро Пуассона есть гармоническая функция от 
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17. Решение задачи Дирихле:
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18. Если вычислить потенциал в центре круга по формуле Пуассона, то получим: 
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19. Задача Дирихле в кольце:
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