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                                                            Введение

        Решение многих задач физики и техники приводит к квадратным уравнениям с отрицательным  дискриминантом. Эти  уравнения не имеют  решения в области действительных чисел. Но решение многих таких задач имеет вполне определенный физический смысл. Значение величин, получающихся в результате решения указанных уравнений, назвали комплексными числами. Комплексные числа широко использовал отец русской авиации Н. Е. Жуковский (1847 – 1921) при разработке теории крыла, автором которой он является.        Материалом для данной работы послужила теория функции комплексного переменного. Производная и ее геометрический смысл.

       Целью настоящей работы является рассмотрение возможности применение функции комплексного переменного для решения задач по дисциплинам естественно – научного цикла.

      Достижение предполагаемой цели связано  с  решением  частных задач: 

– описать теоретические основы нахождений решений функции комплексного переменного и производной; 

– рассмотреть некоторые приёмы решения задач с помощью комплексных переменных.

      Методы исследования опираются на принципы функционального, сравнительного и сопоставительного изучения математических явлений.

      Работа состоит из четырех частей:

– теоретическая часть рассматривает основные понятия теории функции комплексного переменного, производной и ее геометрического смысла; а также некоторые вопросы теории конформного отображения.

– в практической части рассмотрены многочисленные примеры, иллюстрирующие основные теоретические положения.
1 Функции комплексного переменного, непрерывность

1.1 Функция комплексного переменного

        Понятие функции комплексного переменного является частным случаем общего математического понятия функции. Именно, если Е -   некоторое множество точек комплексной плоскости (z) и каждому z поставлены в соответствие одно или несколько комплексных чисел ω , то говорят, что на E определена функция комплексного переменного z , значениями которой являются[image: image2.png]


 , коротко  
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. Если каждому z соответствует лишь одно значение ω
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf] 
[image: image7.wmf](n – натуральное), 

, 
[image: image10.wmf]z

=

w

, 

 

однозначные функции, определенные на всей плоскости (конечной), 

  - многозначная функция (n-значная), также определенная на всей плоскости, 

многозначная функция (бесконечнозначная), определенная на множестве всех точек, отличных от нуля. Если E расположено на действительной оси, то z=x является действительным переменным. Если все значения [image: image20.png]


 также действительны, то приходим к понятию действительной функции одного действительного переменного как весьма частному случаю функции комплексного переменного.

        В общем случае положим: 
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Тогда предложение «функция»
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 (например, однозначная) определена на  Е эквивалентно следующему: «каждой точке из E с координатами x и y поставлены в соответствие действительное число и [image: image24.png]


 действительное число v». Иными словами, на _E определены две действительные функции 
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двух действительных переменных x и y. Итак, одно комплексное соотношение 
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Например, соотношение 
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 эквивалентно следующим: 
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                                  1.2 Предел функции в точке 

        Пусть 
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  - однозначная функция, определенная на E, и 
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 - предельная точка этого множества. Если для фиксированного комплексного числа A и для любого 
[image: image35.wmf]0

>

e

найдется 
[image: image36.wmf]0

)

(

>

e

d

   такое, что 
                         
[image: image37.wmf]e

<

-

|

)

(

|

A

z

f

 при 

, 

, 
то говорят, что f(z) стремится к пределу [image: image43.png]
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         В дальнейшем для упрощения записи указание [image: image47.png]z €E



 опускается всюду, где это не вызывает сомнения.

        Полагая 
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и найдем, что предыдущее комплексное соотношение эквивалентно двум 
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       Это замечание показывает, что простейшие предложения, относящиеся к пределам функций действительных переменных, без изменений распространяются на пределы функций комплексного переменного. 

        Аналогично рассматривается случай, когда вместо конечной точки берется бесконечно удаленная точка. Именно, если точка  

 является предельной для  E и для фиксированного комплексного числа  A  и для любого  
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        Очевидно, отличие того случая от предыдущего лишь в том, что вместо окрестности 

 конечной точки 
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 здесь рассматривается окрестность 

 бесконечно удаленной точки.

        Наконец, если 
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 любая предельная точка множества E (конечная или бесконечно удаленная) и для любого N>0 можно указать такую окрестность точки, что неравенство 
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        Все три частных случая предела функции можно охватить одним общим определением: пусть 
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 - предельная точка множества  E (конечная или бесконечно удаленная) и A - комплексное число (собственное или несобственное); если каждой окрестности U точки A соответствует окрестность 
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        При таком общем определении предела, когда возможно, чтоA=
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                                     1.3 Непрерывность

        Если предельная точка 
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  то  f(z) называется непрерывной в точке 
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        Если  f(z) непрерывна в каждой точке множества E, то говорят, что она непрерывна на множестве E.

        В силу п.1.2 условие непрерывности  f(z) в точке   
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выражающим непрерывность двух действительных функций  
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        Итак, функция комплексного переменного непрерывна в точке 
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 тогда и только тогда, когда ее действительная и мнимая части, рассматриваемые как функции действительных переменных  [image: image109.png]


и  [image: image111.png]


, непрерывны в той же точке.

        Отсюда следует, что многие свойства непрерывных функций двух действительных переменных непосредственно переносятся на непрерывные функции комплексного переменного.

        Именно сумма, разность, произведение и частное двух непрерывных функций суть функции непрерывные (в случае частного исключаются те точки, в которых делитель обращается в нуль). Далее, если функция 

 непрерывна на множестве E м ее значения принадлежат множеству F, на котором непрерывна функция 
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        Пусть множество E ограничено и замкнуто. Тогда каждая функция 
, 
непрерывная на E, ограничена на этом множестве, т.е. удовлетворяет соотношению вида  

,
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 ; ее модуль достигает на E своей верхней и нижней грани; наконец, f(z)  равномерно непрерывна на E. Последнее утверждение означает, что для любого 

существует  
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Все эти свойства следуют из соответствующих теорем, относящихся к функциям двух действительных переменных, непрерывным на ограниченных замкнутых множествах; впрочем, их нетрудно доказать и непосредственно, повторяя почти без изменений известные из курса анализа доказательства.

       При определении непрерывности предполагалось, что 

. При изучении отображений посредством аналитических функций целесообразно отказаться от этого ограничения и считать функцию непрерывной в точке 
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        Будем называть эту функцию в этом случае обобщенно-непрерывной. На обобщенно-непрерывные функции перечисленные выше свойства не распространяются.

        Пример. Функция  

.   при 
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                                        1.4 Непрерывная кривая 

        Понятие непрерывной кривой обобщает наглядное представление о кривой как о траектории движущейся точки. Относительно функции 

 действительного переменного (параметра) t, непрерывной на некотором сегменте 
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 , говорят, что эта функция определяет непрерывную кривую (а также линию или дугу); значения функции называются точками кривой, уравнение 
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 называется уравнением кривой (в параметрической форме)   Для каждой кривой можно фиксировать одно из двух взаимно противоположных направлений пробега кривой соответственно возрастанию или убыванию параметра. В первом случае 
 есть начальная (начало), а 

 - конечная точка (конец) кривой, во втором случае эти точки меняются ролями. Кривая, начальная и конечная точки которой совпадают, называется замкнутой.

        Если одна и та же точка z  кривой соответствует двум или более различным значениям параметра, из которых, по крайней мере, одно  отлично от 

 и от
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        Две непрерывные кривые                                                                                                     
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рассматриваются как тождественные тогда и только тогда, когда существует непрерывная, монотонная на отрезке 
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Нетрудно показать, что множество всех точек непрерывной кривой есть замкнутое множество.

        Покажем, что если любые две точки 
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какого-либо открытого множества E можно соединить между собой непрерывной кривой  L, содержащейся в  E, то тогда их можно соединить также и ломаной, содержащейся в E, откуда следует, что  E есть область.

        В самом деле,  пусть 
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Обозначим через 

 расстояние между L и границей [image: image185.png]


множества E. Пользуясь равномерной непрерывностью 
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 на столь мелкие отрезки, чтобы выполнялись условия 
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и соединим каждую пару соседних точек кривой 
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 .Следовательно,  E есть область.

      Приведем две теоремы относительно жордановых кривых и отображений, которые мы примем без доказательства (доказательства содержатся в курсах топологии).

     Т е о р е м а   Ж о р д а н а. Каждая замкнутая жорданова кривая 
[image: image205.wmf]G

делит всю плоскость на две различные области G1 и  G2, общей границей которых она является. При этом одна из областей ограничена (она называется внутренностью  
[image: image206.wmf]G

), а другая не ограничена (она называется  внешностью 
[image: image207.wmf]G

).
       Внутренность будем обозначать  I(
[image: image208.wmf]G

), а внешность E(
[image: image209.wmf]G

) (I и E- начальные буквы французских слов interieur - внутренность и  exterieur – внешность).

       Простейшую иллюстрацию к теореме Жордана дает внутренность 

(| z-z0| <
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       Пусть G - произвольная область; если для любой замкнутой жордановой кривой  
[image: image214.wmf]g

, принадлежащей G, внутренность 
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также принадлежит , то область 
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 называется о д н о с в я з н о й (относительно конечной плоскости). Примером односвязной области является внутренность окружности; внешность окружности или круговое кольцо – не односвязны относительно конечной плоскости, так как для каждой из этих областей можно указать такую окружность, принадлежащую области, внутренность которой не вся принадлежит области. Для нужд теории конформных отображений понятие односвязной области обобщается. А именно область G расширенной плоскости называется односвязной (относительно расширенной плоскости), если для любой замкнутой жордановой кривой 
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 , принадлежащей  G внутренность 
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 или внешность 
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 также принадлежит  G; все прочие области называются м н о г о с в я з н ы м и. Конечно, область, односвязная относительно конечной плоскости. Но круговое кольцо не односвязно как относительно конечной, так и расширенной плоскости, т.е. является многосвязной областью.

       Т е о р е м а   о   в з а и м н о  о д н о з н а ч н ы х  и  н е п р е р ы в н ы х   о т о б р а ж е н и я х.

       Пусть G-область расширенной плоскости и 
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функция, обобщенно-непрерывная в G и отображающая G  взаимно однозначно на некоторое множество  D; тогда D
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 определена и на границе  
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области G и притом так, что она является обобщенно-непрерывной в замкнутой области G, то она отображает 
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 на границу 
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 области G ; иными словами, граница образа области  G совпадает с образом границы той же области.    

       Впоследствии эта теорема будет нами рассмотрена при дополнительном предположении, что  
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       В заключение этого пункта обобщим понятие непрерывной кривой. А именно пусть z=
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2 Производная и ее геометрический смысл

2.1 Производная и дифференциал

        Пусть 
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 - функция комплексного переменного, определенная и однозначная на некотором множестве [image: image257.png]
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Очевидно, оно представляет функцию от  [image: image261.png]


, определенную для всех точек множества [image: image263.png]
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        В частном случае, когда [image: image277.png]
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      Отсюда следует, что приращение дифференцируемой функции может быть представлено в виде 
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, стремящимся к нулю вместе с  
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 . Обратно: всякая функция, для которой приращение может быть представлено в виде (1) при тех же условиях относительно [image: image307.png]
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существует и равен A . Таким образом, представимость приращения функции в виде (1) с A , не зависящим от  
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        Поясним на примере, какую роль в определении понятия дифференцируемости играет множество [image: image323.png]
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Оно не имеет предела для  
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                             2.2  Правила дифференцирования.

        Из определения производной и свойств пределов функций комплексного переменного вытекает, что основные правила, известные из дифференциального исчисления, распространяются и на производные по множеству от функций комплексных переменных.
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        Здесь все функции 
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. В правиле 7 требуется еще, чтобы 
[image: image357.wmf])

(

2

z

f

 была отличной от нуля.

8. П р а в и л о  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  с л о ж н ы х  ф у н к ц и й.            

        Допустим, что функция  
[image: image358.wmf])

(

z

f

=

w

 дифференцируема в точке  
[image: image359.wmf]E

z

Î

0

; рассмотрим функцию  
[image: image360.wmf])

(

w

j

=

z

, определенную на множестве [image: image362.png]


значений этой функции, дифференцируемую в точке 
[image: image363.wmf]0

z

по множеству [image: image365.png]


, причем

                                              
[image: image366.wmf]dz

z

f

d

d

d

dz

z

f

d

E

F

E

)

(

)

(

)]

(

[

×

=

w

j

j

j

.
9. П р а в и л о   д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я   о б р а т н ы х   ф у н к ц и й.     

      Пусть функция  
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       В самом деле, в силу взаимной однозначности отображения 
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                 что и требовалось доказать.    
2.3 Необходимые и достаточные условия дифференцируемости во внутренней точке области

       Мы будем преимущественно рассматривать функции, определенные в некоторой области  

 и в этом случае вместо 
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 будем писать короче:  
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где

              

.               

        Коэффициенты 

и 

 в правой части равенства представляют частные производные функции 

 :

                  [image: image414.png]
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Докажем следующее важное предложение.

        Т е о р е м а. Для того чтобы функция 
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 , определенная в некоторой области  , была дифференцируема в точке _ этой области как функция комплексного переменного, необходимо и достаточно, чтобы функции [image: image422.png]u(x,y)



 и [image: image424.png]v(x,y)



 были дифференцируемы в той же точке (как функции двух действительных переменных) и чтобы, кроме того, выполнялись условия 

                                                 

 (2)
       При выполнении всех условий теоремы производная [image: image428.png]f'(z)



 может быть представлена в одной из следующих форм:
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с положительной частью действительной оси, то луч L составляет с положительной частью действительной оси угол 

.
       Условия (2) имеют основное значение в теории аналитических функций и в приложениях этой теории аналитических функций и в приложениях этой теории к задачам механики и физики. Они называются условиями (или уравнениями) Коши-Римана.
       Обратимся к доказательству теоремы и покажем сначала, что ее условия необходимы для дифференцируемости функции f(z).

В самом деле, если f(z) дифференцируема в точке z области G, то 

    ∆f(z) = f '(z)∆z + ε∆z,

где
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причем 
[image: image435.wmf]1

e

  и  
[image: image436.wmf]2

e

стремятся к нулю, когда  ∆x и ∆y одновременно стремятся к нулю.

        Отделяя в соотношении 
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        Отсюда в силу того, что
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вытекает:

1)функции u(x,y) и v(x,y) двух действительных переменных x и y  дифференцируемы в точке (x,y);

2) их частные производные в этой точке таковы:
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и, следовательно, удовлетворяют условиям
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Наконец, для  f '(z) получаем:

f '(z) 
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Итак, необходимость условий теоремы доказана.

        Из общего курса анализа известно, что для дифференцируемости функций u(x,y) и v(x,y) достаточно существования и непрерывности их частных производных:
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Поэтому для дифференцируемости функции

 f(z) = u + iv достаточно, чтобы частные производные 
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существовали, были непрерывными .

        Функция f(z), дифференцируемая в каждой точке области G , называется дифференцируемой в этой области, а также   г о л о м о р ф н о й    или  а н а -л и т и ч е с к о й .
                2.4 Геометрический смысл аргумента производной

        Рассмотрим сначала комплексную функцию     
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действительного переменного t, определенную и непрерывную на некотором сегменте 
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        Покажем, что тогда в соответствующей точке      
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       Кривой L существует касательная T к ней (понимаемая как предельное положение секущей, проходящей через 
[image: image455.wmf]0

z
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        В самом деле, проведем секущую через точки
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кривой L . Можно предполагать, что точки эти не совпадают для всех 
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         При всех n, и, следовательно,   
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        Замечая, что направление секущей одинаково с направлением вектора 
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заключаем, что секущая, наверное, имеет предельное положение при
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если только угол между последним вектором и действительной осью, равный
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имеет предел при  
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1

t

t

®

. Но в силу условия существует предел
                                       
[image: image469.wmf];

0

)

`(

0

0

0

1

0

1

lim

¹

=

-

-

®

t

t

t

z

z

z

z

l

 
И поэтому                    
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чем и завершается доказательство.

        Итак, для комплексной функции действительного переменного наличие отличной от нуля производной означает существование касательной к действительной оси совпадает с аргументом производной.

        Обратимся теперь к функции комплексного переменного 
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Проведем через точку [image: image475.png]
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для которой существует производная
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По-предыдущему кривая L обладает касательной в точке  
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Эта кривая преобразуется посредством отображения 
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 Так как по правилу дифференцирования сложных функций функция 
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то кривая  
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 обладает касательной в точке
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        Отсюда вытекает, что при переходе от кривой L  к ее образу 
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не зависящую от кривой. Если из точки 
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 и, следовательно, угол между кривыми  
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. Таким образом, при отображении посредством непрерывной функции
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        Если при этом сохраняются не только величины углов, но и направления их отсчета (как это имело место в рассмотренном выше отображении), то говорят о конформном отображении первого рода; если же направления отсчета углов изменяются на противоположные (например, в случае зеркального отражения в действительной оси: 
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        Итак, отображение посредством аналитической в некоторой области G функции комплексного переменного является конформным отображением первого рода во всех точках, в которых производная отлична от нуля. Если отображение является конформным во всех без исключения точках области G, то его называют конформным отображением области G .

       Общий пример конформного отображения второго рода дают отображения, осуществляемые посредством функций, сопряженных с аналитическими  
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                    2.5 Геометрический смысл модуля производной 

        В предыдущем пункте было показано, что       
[image: image517.wmf])

(

'

0

z

Argf

                               
выражает собой угол поворота касательной к кривой L в некоторой точке 
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  - действительное положительное число, то векторы касательных к L в и к ʌ в 
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        Выясним теперь геометрический смысл модуля производной   
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представляют собой соответственно расстояния между точками z и 
[image: image529.wmf]0

z

 в плоскости z и между их образами 
[image: image530.wmf])

(

z

f

 и 
[image: image531.wmf])

(

'

0

z

f

  в плоскости 
[image: image532.wmf]w

 . Если отношение 
[image: image533.wmf]|

|

|

)

(

)

(

|

0

0

z

z

z

f

z

f

-

-

                                           
можно рассматривать как растяжение вектора 
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   при отображении посредством функции  .  Величина растяжения в точке 
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  , как следует из только что сказанного, не зависит от того, какой берется вектор, выходящий из этой точки; однако она не совпадает с растяжением вектора 
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 , а представляет собой предел этого растяжения при условии, что z стремится к . 

                  3 Тригонометрические функции и конформное отображение

                             3.1 Тригонометрические функции
       Перейдем к определению синуса и косинуса комплексного аргумента. Из формул  

          ехр (ix) == cos х-isin x  и  ехр (-ix) = cos x-i sinx
x получаем известные формулы Эйлера
                                   cos x = 
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справедливые, таким образом, при любом действительном x. Так как правые части этих формул определены при любом комплексном z(z[image: image551.png]


) и являются, очевидно аналитическими функциями от z, то мы имеем здесь две целые функции от z:
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Принимающие при действительных значениях z=x действительные значения, совпадающие соответственно с cosx и sinx. Естественно, что, по определению, первую из них обозначают cos z , вторую- sinz и называют основными тригонометрическими функциями – косинусом и синусом z. 
                                          
[image: image554.wmf]2

)

exp(

)

exp(

cos

iz

iz

z

-

+

=


                                                                                                               (1)
                                                  
[image: image555.wmf]i

iz

iz

z

2

)

exp(

)

exp(

sin

-

-

=

        . 
Формулы (1) называются формулами Эйлера. Формулой Эйлера называется так же и формула, получающаяся путем умножения обеих частей второй формулы на i и почленного сложения с первой формулой
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Из формул (1) непосредственно вытекает, что cosz  функция четная, а sinz нечетная:
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Из тех же формул (1) следует, что cos z и sinz  обладают периодом 
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  величины периодов показательной функции). Покажем, что 
 является основным периодом функций cos z и sinz. В самом деле, если  есть период функции cos z, то
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Следовательно, получим
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        Подобным же образом устанавливаем, что 
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 является основным периодом функции sinz.

Перейдем к выводу теорем сложения для функций cos z и sinz, т.е. к отысканию соотношений между 
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    Или выполняя умножение: 
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         Если сюда подставить 
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   и  и воспользоваться соотношениями (3), то получим:
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       Складывая и вычитая почленно две последние формулы, найдем: 
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Эти формулы являются основными в теории тригонометрических функций. В частности, в них содержатся так называемые «Формулы приведения аргумента». Действительно, полагая в формулах (4)  
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 , получаем:
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Полагая в первой из формул (4) 
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, находим следующее соотношение между cos z и sinz:
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Мы видим, что все известные из тригонометрии соотношения между тригонометрическими функциями действительного аргумента сохраняются и в комплексной области. Однако из формулы (5) нельзя заключать, что
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 не являются, собственно говоря, действительными неотрицательными числами.

С тригонометрическими функциями cos z и sinz тесно связаны гиперболические функции chz  и shz, определяемые посредством формул(1)
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При x=z действительном  эти функции, очевидно, принимают действительные значения и совпадают тогда с известными из анализа функциями chx и shx.  Первая из них (четная) убывает на полуинтервале [image: image612.png]—o<x =0
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 до единицы и затем возрастает от единицы до [image: image616.png]
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; вторая (нечетная) возрастает на всем бесконечном интервале [image: image620.png]—0 < x+ 00
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, обращалась в нуль при  x=0.

 Из сравнения формул (6) с формулами (1) следует, что между тригонометрическими и гиперболическими функциями существуют следующие отношения: 
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Отсюда, в частности, вытекает, что 
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Определим действительные и мнимые части, а так же модули функций cos z и sinz. Полагая, z=x+iy, получаем по формулам (4) и (6):
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Отсюда
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Для модулей функции cos z и sinz получаем следующие выражения:
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И аналогично 
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Отсюда следуют неравенства
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 EMBED Equation.3  [image: image635.wmf]                                  (12)
Впрочем эти неравенства немедленно следуют из формул (1), например
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Отсюда заключаем, что при 
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На рисунке (1) представлена поверхность 
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  то из неравенства (12) вытекает, далее, что cos z и sinz не могут обращаться в нуль вне действительной оси, т.е. что уравнения 
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не имеют мнимых корней. Следовательно, все корни этих уравнений сводятся к известным из тригонометрии:
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  для  уравнения 
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Рисунок 1 (рельеф синуса) 
                  3.2 Однозначные ветви многозначных функций

     Изученные в предыдущих пунктах функции  
[image: image649.wmf])

(

z

f


 вообще в нескольких (двух или более) точках плоскости z. Исключение составляет лишь дробно-линейная функция, дающее взаимно однозначное отображение расширенной плоскости самое на себя. Если оставить в стороне это исключение, то во всех остальных случаях обратное отображение  принимают одно и то же значение   неоднозначно. Это означает, что функции, обратные рассмотренные нами, являются многозначными.

      Для того, чтобы к многозначным функциям можно было применять понятия и результаты, полученные для однозначных функций, нужно уметь выделять однозначные ветви этих функций.

Вот таким образом это обычно делается.

      Пусть 
[image: image654.wmf])
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 – функция, определенная, однозначная и непрерывная(в обобщенном смысле) в области G расширенной плоскости. Предположим, что область G удалось разбить каким-либо способом на конечное или счетное множество областей g1,g2,…., попарно не имеющих общих точек, так, что любая точка области G является внутренней для одной только области gk или же общей граничной точкой, по крайней мере, для двух областей  gj и gk, при чем в каждой из этих областей отображение  
[image: image655.wmf])
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 является взаимно однозначным. Тогда, как мы знаем, образ каждой из областей gk будет так же областью 
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(gk)=Gk и весь образ 
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(g) будет покрываться областями Gk, а так же образами общих частей границ областей gk.

      Будем рассматривать обратную функцию 
[image: image659.wmf])
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 в каждой из областей Gk, определяя ее тем дополнительным условием, что ее значения принадлежат gk – прообразу области Gk. Тогда функция, вообще многозначная, представится посредством нескольких, может быть бесконечно многих, однозначных и непрерывных (в обобщенном смысле) функций Fk(z).  Каждую из них мы будем называть однозначной ветвью функции Fk(z) в соответствующей области Gk. При этом определении важно помнить, что характер областей Gk, а вместе с тем и однозначных ветвей функции Fk(z) существенно зависят от того, как именно область G разбита на области gk. В простейших случаях область G допускает такое разбиение на области gk, при котором соответствующие области Gk совпадают между собой. Пусть, например, Gk1,Gk2,… совпадают с одной и той же областью G' 
. Тогда многозначная функция   обладает многими, быть может бесконечно многими, однозначными ветвями в области G', а именно Fk1(z), Fk2(z),…    '
         Ко всему сказанному выше нужно прибавить, что для произвольной непрерывной функции 
z разбиение области G на области gk, удовлетворяющие указанным выше условиям, вообще говоря, невозможно. Однако, для случая, когда 
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 аналитическая в области G (за исключением изолированных точек, в которых она может обращаться в ∞), подобное разбиение всегда возможно и притом бесконечно многими способами.

Назовем функцию z
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, аналитическую в некоторой области g(за исключением, быть может, точек, в которых она обращается в ∞) и принимающую в различных точках области различные значения однолистной в области g. Если же в области существует, по крайней мере, одна пара различных точек, в которых 

 принимает одно и то же значение:


 =,
[image: image671.wmf])
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 ,    w1 ≠ w2 
то мы назовем функцию многолистной в этой области.

Факт, на который мы сослались выше (без доказательства), можно формулировать так: если аналитическая функция
 zмноголистна в области G, то эту область можно разбить на конечное или счетное множество областей, в каждой из которых

 будет однолистной. Соответствующие области называются областями однолистной функции 

.

Таким образом, к функциям, обратным по отношению к многолистным, всегда применим описанный выше способ выделения однозначных ветвей.

Иллюстрируем указанный способ из элементарных функциях; разбиение области на области однолистности будет получаться каждый раз путем использования известных свойств элементарных функций.

Помимо функций, обратных элементарным, мы будем рассматривать здесь и другие многозначные функции, получающиеся как сложные функции вида   (z)   или как рациональные комбинации таких функций.
                 3.3 Функция, обратная по отношению к степенной.

      Рассмотрим радикал

                                                    
 ,
представляющий функцию, обратную по отношению к  степенной функции 

z = n ( n- натуральное число, большее чем единица).

      При каждом z, отличном от нуля и бесконечности, радикал имеет n различных значений, которые даются формулой

                                                 
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при z=0  или z=.
  или ∞∞получаем по одному значению функции соответственно 
N значений, представляющих те точки плоскости w, в которых wn принимает одно и то же значение z, располагаются в вершинах правильного n-угольника, вписанного в окружность 
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     Обратно: вершины любого правильного n – угол
[image: image692.wmf]n

z

ьника с центром в начале координат можно рассматривать как n значений . 

     Поэтому область g  плоскости w будет областью однолистности для 

z = n тогда и только тогда, когда из n вершин любого правильного многоугольника с центром w=0 она содержит не более, чем одну вершину.

     Очевидно, этому условию удовлетворяет каждый угол раствора 
  с вершиной в начале координат.

     Проведем из начала координат  n прямолинейных лучей под равными углами. Тогда найдем, что вся плоскость, в которой определена многолистная функция z = n,  разделится на n областей однолистности функции: g1,g2,…gn . 

Образом каждой из них будет одна и та же область G’ плоскости z, границей которой является некоторый прямолинейный луч L, выходящий из начала. Если область  gk ограничена лучами, составляющими углы

                                              
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 и 
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          Сообразно со сказанным получим в области G’ n однозначных ветвей 

. Каждая из них вполне определяется условием, что её значения 

 принадлежат области  

. Так как  

 имеет отличную от нуля производную во всех точках области  

: 

, то  и ветви  

 обладают отличными от нуля производными
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                                                3.4 Логарифм

      Функция, обратная по отношению к 
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определена для любого z, отличного о нуля и [image: image718.png]


, и представляется формулой 
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Эта функция, очевидно, многозначная и даже бесконечнозначная, называется логарифмом и обозначается 


     Итак, по определению,



                                        (13)

Если значение логарифма, равное   

, назвать главным значением и обозначить его 

, то для 

 будем иметь:



                                                   (14)

где k=0, 


Отсюда следует, что каждое комплексное число, отличное от нуля и бесконечности, имеет бесчисленное множество логарифмов (т.е. значений логарифмической функции), из которых любые два различаются на целое кратное 

. Если z – действительное положительное число, то главное значение логарифма совпадает с 

 и следовательно, представляет действительное число.

        Кроме этих действительных значений, логарифмы действительных положительных чисел имеют еще и бесконечное множество мнимых, получаемых по формуле (14).

       Для действительных отрицательных чисел и для мнимых чисел главное значение логарифма есть мнимое число
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       Все прочие значения логарифма так же являются мнимыми числами.

                    3.5 Обратные тригонометрические функции

      В этом пункте остановимся на обратных тригонометрических функциях Arccosz и Arctgz. Функция w=Arccosz  определяется посредством уравнения

                                                     z = cos w.
Заменяя  cos w  через
 
                                             
и полагая для сокращения exp(iw)=t , перепишем уравнение в виде                                   
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Так как оба корня квадратного уравнения отличны от нуля (их произведение равно единице), то уравнение

                                                    exp(iw ) = t
Имеет корни (относительно неизвестного w). Получаем:
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Итак, многозначная функция w=Arccosz выражается через логарифм и квадратный корень
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Перейдем к рассмотрению функции w=Arctgz, обратной по отношению к функции z=tgw. Выражая tgw через sinw и cosw и, далее, через показательную функцию, получим:
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Или, полагая
                                         
[image: image746.wmf]t

=

iw

e

2

,
                                        
[image: image747.wmf]1

1

1

+

-

=

t

t

i

z

   .
Откуда

                                          
[image: image748.wmf]iz

iz

-

+

=

1

1

t

    .
И, наконец,
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Итак,  Arctgz выражается через логарифм от дробно-линейной функции
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       Arctgz имеет только две  точки разветвления: 

. Простейшими областями, в которых можно выделять однозначные ветви Arctgz, будут область D, границей которой служит бесконечный сегмент 
[image: image753.wmf]D

 мнимой оси, соединяющий точки разветвления  -i и +i, и область d границей которой является конечный сегмент
[image: image754.wmf]d

, соединяющий те же точки.

       Читатель легко убедится, далее, в том, что однозначные ветви Arctgz  в области D отображают эту область взаимно однозначно и конформно на полосы шириной 

, параллельные мнимой оси:
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а однозначные ветви этой функции в области d отображают d  на подобные же полосы     
[image: image758.wmf].
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                       3.6  Теорема Римана. Единственность отображения

Рассмотрим несколько  общих предложений, относящихся к теории конформных отображений. Мы видели, что каждая функция 
[image: image759.wmf](
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, однолистная в области 
[image: image760.wmf]G

, осуществляет взаимно однозначное и конформное (первого рода) отображение этой области на некоторую область 
[image: image761.wmf]D

.

Д.Е. Меньшовым была доказана обратная теорема: каждое взаимно однозначное  и конформное (первого рода) отображение одной области 
[image: image762.wmf]G

 расширенной плоскости на другую осуществляется посредством некоторой  однолистной в области 
[image: image763.wmf]G

 функции. Поэтому в дальнейшем можно употреблять выражение: «конформное отображение области (первого рода)» и «отображение области посредством однолистной функции» как равнозначащие.

В основе теории конформных отображений лежит следующая теорема Римана: любую односвязную область 
[image: image764.wmf]G

, граница которой содержит более одной точки, можно конформно отобразить на круг (например, единичный) и притом бесконечно многими различными способами.

Условие, наложенное здесь на область 
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, существенно. В самом деле, пусть граница области 
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 состоит только из одной точки 
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. Если 
[image: image768.wmf]¥

¹

z

, то ее можно перевести в 
[image: image769.wmf]¥

 посредством конформного отображения 
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. Допустим, что оно уже выполнено, тогда 
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 совпадает с конечной плоскостью. Функция 
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, конформно отображающая 
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 на единичный круг 
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, должна быть аналитической  во всей конечной плоскости. По теореме Лиувилля, 
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, т.е. отображает все плоскость в одну точку. Из этого противоречия и следует, что область, граница которой содержит лишь одну точку, невозможно конформно отобразить на круг.

Когда условия теоремы выполнены, то конформное отображение осуществимо бесконечным множеством способов. Именно функцию  
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, конформно отображающую область  
[image: image777.wmf]G

 на единичный круг,  можно подчинять еще различным дополнительным условиям. Можно, например, потребовать, чтобы при отображении наперед указанная точка 
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 области 
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 перешла в центр круга (
[image: image780.wmf](
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) и чтобы, кроме того, касательные к кривым в этой точке не изменили бы направления (это означает, что 
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 - действительное положительное число). В самом деле, пусть 
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 - какая-либо функция, конформно отображающая область 
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 на круг 
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При этом точка 
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 переходит в 
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 и касательные к кривым в точке 
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 поворачиваются на угол, равный 
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, отобразим конформно круг сам на себя так, чтобы точка  
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 перешла в центр. Это можно  сделать посредством отображения 
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 Очевидно, что функция  
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 конформно отображает область 
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 на круг 
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 так, что точка 
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 переходит в центр круга. При этом  
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а это противоречит определению числа 
[image: image985.wmf]0
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При доказательстве мы нашли, что функцию, осуществляющую  конформное отображение области на круг, можно подчинить добавочным условием:
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где  
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 - произвольная конечная точка области.

Полученный нами круг 
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 имеет центр в начале координат и вполне определенный радиус 
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 относительно точки 
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получим отображение  области 
[image: image997.wmf]G

 на единичный круг 
[image: image998.wmf]1
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. Функция, осуществляющая отображение, удовлетворяет условиям
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Геометрически это означает, что точка 
[image: image1001.wmf]0
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 области 
[image: image1002.wmf]G

 переходит в центр единичного круга и что касательные ко всем кривым, проходящим через точку 
[image: image1003.wmf]0
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, не испытывают поворота при переходе к образам этих кривых, проходящим через центр круга.

Докажем следующую теорему единственности конформного отображения: может существовать только одна функция 
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 - фиксированная точка области 
[image: image1010.wmf]G

.

В самом деле, пусть 
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[image: image1013.wmf])

(

2

2

w

j

=

z

, обратная по отношению к  
[image: image1014.wmf])

(

2

2

z

f

=

w

, конформно отображает круг 
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Замечая, что к функции 
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 применима лемма Шварца, получаем              
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В проведенном рассуждении функции 
[image: image1025.wmf])

(

1

z

f

 и 
[image: image1026.wmf])

(

2

z

f

 можно променять ролями, тогда получим 
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Сравнивая оба результата, находим: 
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что в силу той же леммы Шварца возможно лишь при условии, когда 
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 в данном случае должен равняться единице (так как  
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Итак, 
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чем и заканчивается доказательство.

4 Практическая часть

 4.1 А Задачи по теме дифференцирование функции комплексных переменных с решениями.
Задача 1.
        Показать, что функция  
[image: image1033.wmf]z
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 непрерывна при любом значении  z.

Решение:

         Так как разность двух сторон треугольника не больше третьей стороны, то 
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 Таким образом,
[image: image1040.wmf]z

  - непрерывная функция.

Задача 2.

         Найти 
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Задача 3.

        Вычислить 
[image: image1045.wmf]÷
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Решение:

       Поскольку 
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Задача 4.

       Дифференцируема ли функция [image: image1050.wmf]?
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Решение:

       Находим  
. 
Одно из условий Коши- Римана не выполняется. Таким образом, данная функция не является дифференцируемой.          

Задача 5.

       Дифференцируема ли функция 
[image: image1053.wmf](
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Решение:

       Имеем




.Условия Коши-Римана выполняются. Следовательно, функция дифференцируема. Так как 
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 можно найти и иначе:
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Задача 6.

        Дана действительная часть 

 дифференцируемой функции 

, где 

. Найти функцию 


Решение:

       Имеем

 . Так как 

  (в силу одного из условий Коши-Римана), то

. Интегрируя , находим

         


где 

– произвольная функция.

       Используем другое условие Коши-Римана:[image: image1086.png]


. Так как                    
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Но из условия задачи находим, что 
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Следовательно,
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Задача 7.

        Дана мнимая часть  
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 дифференцируемой функции . Найти эту функцию.

Решение:

        Имеем [image: image1106.wmf]1
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, (согласно условию Коши-Римана). Отсюда 
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Но [image: image1110.wmf]x
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. Следовательно 
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Интегрированием находим, что
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Отсюда                                  
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 Итак,
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Б  Задачи по теме конформное отображение и тригонометрические функции

Задача 1 
С помощью функции [image: image1122.wmf]z
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 отобразить на плоскость uOv точку (1;1)

Решение

1) Точке (1;1) соответствует значение z=1+i; следовательно,
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Задача 2

С помощью функции [image: image1125.wmf]3
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 отобразить на плоскость uOv линию y=x.

Решение

Находим                         
[image: image1126.wmf](
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Таким образом,
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Из полученных уравнений и уравнения y=x исключим x  и  y:
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То есть  u=-v.
Итак, отображением биссектрисы 1 и 3 координатных углов системы xOy является биссектриса 2 и 4 координатных углов системы uOv.

Задача 3

Пусть [image: image1134.wmf]1
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. Какую область описывает w?
[image: image1132.wmf]2
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 и z описывает квадрат, определяемый неравенствами 
Решение                              
[image: image1135.wmf](
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Найдем отображение вершин квадрата. Если х=0, у=0, то u=0, v=0; если х=0, у=1, то u=-1, v=0; если х=1, у=0, то u=1, v=0; если х=1, у=1, то u=0, v=2.

Найдем отображение сторон квадрата.
OB: y = O, u = x2,т.е.  = 0, u ≥ 0 – отрезок OB1 оси абсцисс Ou.

OA: x =0, u =-y2,т.е.  = 0, u ≤0 – отрезок OA1оси абсцисс Ou.
AC:  y = 1, u = x2 – 1, xисключая х, поолучим 
[image: image1138.wmf]1
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 - дугу параболы, соединяющую точки A1(-1,0) и C1(0,2).
[image: image1140.wmf]4
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 BC:  x = 1, u = 1 - y2, y; исключая y, получим  - 

дугу параболы, соединяющую точки B1(1,0) и C1(0,2).
 

Итак, отображением квадрата является криволинейный треугольник, ограниченный линиями  v=0, 
[image: image1142.wmf]1
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 и  и расположенный в верхней полуплоскости.

Задача 4 

С помощью функции w=2z+1 найти отображение окружности x2 + y2 = 1на плоскость  uOv
Решение.
Имеем
                           (x+yi) + 1 = (2x + 1) + 2yi
Откуда
                                  u = 2x + 1, y
Из этих равенств находим
                                   
[image: image1146.wmf]2
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И подставляя эти выражения в уравнение окружности, получим

(u - 1)2 + 
Итак, искомым отображением является окружность, радиус которой равен 2, а центр – точка  О(1,0).

Задача 5

Найти угол поворота и коэффициент искажения масштаба в точке   z0 = -2i [image: image1150.wmf]i
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 при отображении               .
Решение.
При отображении с помощью функции w=f(z) угол поворота есть 
 rgw(z), а коэффициент искажения масштаба в точке z0 равен 
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Находим
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В точке z0 = -2i  имеем
                rg
[image: image1158.wmf]=
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Задача 6

В каких точках плоскости угол поворота при отображении 
[image: image1161.wmf]iz
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 равен нулю? В каких точках коэффициент искажения масштаба равен 1?

Решение

Прежде всего отметим, что предполагается отыскание таких точек, где заданное отображение конформно, так как только при этом условии можно говорить об угле поворота и коэффициенте искажения масштаба. Находим
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Так как 
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 в точке z естьни при одном значении z, кроме z=-i, то заданное отображение конформно во всей плоскости с выколотой точкой z=-i. При этом отображении угол поворота 
                        rgw'(z) = arg 
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Число w’(z) является действительным, если Imw’(z)=0,  и положительным, если, кроме того, Rew’(z)>0:
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Отсюда [image: image1172.wmf]0
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 y = -x - 1 (x). Итак, угол поворота данного отображения равен нулю в точках прямой y=-x-1 ( с выколотой точкой z=-i)

Коэффициент искажения масштаба в точке z равен 
[image: image1174.wmf])
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 по условию он должен быть равен 1. Следовательно 
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[image: image1180.wmf]2

=

+

i

z

 .

 Это – уравнение окружности с центром в точке z=-i и радиусом  [image: image1182.png]
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              4.2 Задачи для самостоятельной работы студента с ответами
1.Дана функция 
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2.Дана функция 
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3.Найти  
[image: image1190.wmf]).
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4.Дана функция 
[image: image1192.wmf]Z
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.Найти ее значение в точке 
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5.Является ли дифференцируемой функция  
[image: image1195.wmf]xyi
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                                                      (Ответ: нет)

6. Показать, что функция 
[image: image1196.wmf])
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 дифференцируема и найти ее производную.
                                                       (Ответ:  
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7. Дифференцируема ли функция 
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Если это так, то найдите ее производную.
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8.При каком значении λ функция 
[image: image1200.wmf]xi
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9. Дана действительная часть  
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Найти эту функцию.                                                       (Ответ: 
[image: image1204.wmf]C

z

f

z

+

=

2

)

(

)
10. Дана мнимая часть 
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  Найти эту функцию.                                              (Ответ: 
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11.С помощью функции 
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 отобразить на плоскость uOv прямые x=2 и y=1.                                            (Ответ: 
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12.С помощью функции 
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 отобразить на плоскость uOv прямую x+y=1.                                              (Ответ: 
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13.С помощью функции w=iz+1 найти отображение осей координат на плоскость uOv                                                 (Ответ: 
[image: image1213.wmf]0
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14.Разъяснить смысл отображения на плоскость uOv с помощью функции 
[image: image1214.wmf],
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 – постоянная величина
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15.Дана парабола [image: image1219.png]


. Отобразить эту параболу на плоскость uOv с помощью функции     
.                             Ответ: 
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16.Найти угол поворота и коэффициент искажения масштаба в точке 1-i при отображении 
[image: image1223.wmf]3
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17.Найти угол поворота и коэффициент искажения масштаба в точке i  при
отображении 
[image: image1225.wmf],
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18.Найти точки плоскости, в которых равен 1 коэффициент искажения масштаба при отображении: 
[image: image1228.wmf]2
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19.Найти точки плоскости, в которых равен нулю угол поворота при отображении:
[image: image1230.wmf]3
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                                 (Ответ: Rez=0 )
20.Найти точки плоскости, в которых равен нулю угол поворота при отображении:
[image: image1231.wmf]2

iz

=

w

                                  (Ответ: Argz=
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                                                     Заключение

       Некоторые процессы в радиотехнике, кинетика химических реакций, динамика биологических популяций, движение космических объектов, модели экономического развития исследуются с помощью уравнений, в которых кроме независимых переменных и неизвестных функций этих переменных, содержатся функции комплексного переменного, производные неизвестных функций (или их дифференциалы). Возможности применения функций комплексных переменных  для решения задач по дисциплинам естественно – научного цикла довольно широки.

       В представленной работе: 

– описаны теоретические основы нахождения  решений функции комплексного переменного. Производной и ее геометрического смысла ; 

- были рассмотрены основные вопросы теории конформного отображения, тригонометрических и других функций. Так же здесь приводятся некоторые теоремы с доказательством, которые помогают при решении задач.

– рассмотрены некоторые приёмы решения задач.

       В ходе работы, возникла необходимость более полного, чем предполагалось, изучения теории функций комплексного переменного.

      Используя материал теоретической части, была составлена практическая часть. В практической части приведены примеры по данной теме с полным решением, а так же задачи для самостоятельной работы студентов с ответами. 
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