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Введение

В данном пособии рассмотрены  теоретические вопросы, касающиеся комплексного анализа (теории функций комплексного переменного),  применение интегралов по комплексной переменной, связанного с задачами теории функций действительного переменного. 
        Наибольшее значение для построения основ тео​рии функций комплексного переменного имели исследования интегралов. Поэтому основной целью учебно-методического пособия – помочь студенту в освоении курса комплексного анализа, а именно применение интегралов. В предлагаемом пособии  приводятся необходимые сведения и  ряд примеров с решениями, а также задачи для самостоятельного решения которые помогут при закреплении данной темы. Но к решению задач рекомендуется приступать после изучения теории, которая предлагается в работе.. 
А также в данной работе показано, что формула Ньютона-Лейбница для вычисления определенных интегралов от действительных функций может быть при некоторых предположениях применена и в случае функций комплексного переменного.
Практическая значимость данного пособия является применение изученного материала  к вычислению интегралов по комплексной переменной в естественнонаучных сферах и решение их различными способами. 

                  1  Интегрирование функции комплексного переменного
1.1 Определение и свойства интеграла по комплексному  

переменному
Понятие интеграла функции комплексной переменной, основные свойства этих интегралов и формулы интегрирования элементарных функций почти не отличаются от аналогичных понятий и свойств интегралов от функций действительного переменного. Однако определенный интеграл аналитической функции обладает еще одним замечательным свойством, присущим далеко не всем криволинейным интегралам дифференцируемых функций действительных переменных, а именно: в односвязных областях интеграл аналитической функции не зависит от пути интегрирования. 

         Понятие интеграла от функции комплексного переменного вводится как предел последовательности интегральных сумм; функция при этом определена на некоторой кривой 
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, кривая предполагается гладкой или кусочно-гладкой:           
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где 
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 - точка, выбранная на дуге 
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 разбиения кривой; 
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- приращение аргумента функции на этом участке разбиения, 
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-длина хорды, соединяющей концы дуги 
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; кривая 
[image: image9.wmf]l

 разбивается произвольным образом на 
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. На кривой выбрано направление, т.е. в направлении, оставляющем слева конечную область, ограниченную контуром.

        Формула (1) определяет криволинейный интеграл от функции комплексного переменного.
        Если выделить действительную и мнимую части функции 
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, то интегральную сумму можно записать в виде двух слагаемых, которые будут являться интегральными суммами криволинейных интегралов второго рода от функций двух действительных переменных. Если 
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 предположить непрерывной на 
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, и, следовательно, будут существовать приделы соответствующих интегральных сумм. Поэтому, если функция 
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 непрерывна на 
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, то предел в равенстве (1) существует, т.е. существует криволинейный интеграл от функции 
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 и имеет место формула
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В правую часть которого входят два действительных криволинейных интеграла второго рода от действительных функций 
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. Для вычисления этих интегралов следует вместо 
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 подставить функции 
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 - дифференциалы этих функций  
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. Тогда интегралы в правой части (2) сведутся к двум интегралам от функций действительного переменного 
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Это выражение преобразуется к виду
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Интегралом вдоль кривой 
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 от функции комплексного переменного 
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где 
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       Используя определение интеграла или формулу (2) и свойства криволинейных интегралов второго рода, нетрудно убедиться в справедливости следующих свойств.

Основные свойства интеграла от функций комплексного переменного
1º. Линейность. Для любых комплексных постоянных 
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 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf]b
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2º. Аддитивность. Если кривая 
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 разбита на участки 
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Доказательство: Пусть кривая 
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с концами  
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 разбита точкой с на две части: кривую 
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. Пусть 
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задается уравнением 
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.  Применяя определение (6) и соответствующие свойства интеграла по отрезку, получим:
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что и требовалось доказать.


Свойство 2º позволяет вычислить интегралы не только по гладким кривым, но также и по кусочно-гладким, т.е. кривым, которые можно разбить на конечное число гладких участков.

3º. При изменении направления обхода интеграл меняет знак.
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Доказательство: Пусть кривая 
[image: image78.wmf]G

с концами 
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. Кривую, состоящую из тех же точек, что и Г, но отличающуюся от Г, направлением обхода 
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. Используя определение (16) и переходя к переменному 
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Свойство 3º доказано. (Заметим, что из определения интеграла (2) это свойство следует непосредственно: при изменении ориентации (обхода)  кривой все приращения 
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4º. Модуль интеграла 
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 не превосходит значения криволинейного интеграла от модуля функции по длине кривой s (криволинейного интеграла от 
[image: image105.wmf](

)

z

f

 первого рода):

                 
[image: image106.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

ò

ò

+

=

+

£

l

l

l

dt

t

y

t

x

t

z

f

ds

z

f

dz

z

f

dz

z

f

2

2

'

'

b

a


Доказательство: Воспользуемся тем, что для интеграла по отрезку
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(это неравенство сразу следует из определения интеграла по отрезку как предела интегральных сумм). Отсюда и из (6) имеем
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5º Если 
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1.2   Случаи интегрирования

1. Пусть интеграл от непрерывной функции в некоторой области не зависит от вида кривой, соединяющей две точки этой области. Зафиксируем начальную точку, обозначив 
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, конечная точка – переменная, обозначим ее 
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     Ниже будет дано обоснование утверждения, что в случае односвязной области интеграл определяет в этой области однозначную функцию. Введем обозначение 
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Функция 
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 - интеграл с переменным верхним пределом.

     Используя определение производной, т.е. рассматривая 
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 имеет производную в любой точке области определения, а следовательно, является в ней аналитической. При этом для производной получим формулу
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     Производная интеграла с переменным верхним пределом равна значению подынтегральной функции при верхнем пределе.
     Из равенства (6), в частности, следует, что подынтегральная функция 
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. Получаем следующее утверждение.
     Утверждение 1. 

1 Интеграл с переменным верхним пределом 
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, от аналитической в односвязной области функции есть функция, аналитическая в этой области; эта функция является первообразной  для подынтегральной функции.

2 Любая аналитическая в односвязной области функция имеет в ней первообразную.

     Первообразные аналитических функций в односвязных областях отыскиваются, как и в случае действительного анализа: используя свойства интегралов, таблица интегралов, правила интегрирования.
1.3   Неопределенный интеграл. Формула Ньютона—Лейбница
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— аналитическая функция в области D. Аналитическая в области D функция F(z) называется первообразной функции 
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 для всех точек  z из D. Ясно, что если к первообраз​ной F(z) прибавить произвольную постоянную С, то снова получится первообразная F(z) + С. Покажем, что никаких других первообраз​ных функция f(z) не имеет, а именно: все первообразные функции 
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Действительно, по определению первообразной, функции 
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аналитичны в области D, причем
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Отсюда получаем, что 
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Пусть 
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— аналитическая функция в односвязной области D. Возь​мем две точки 
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вычисленный по какой-либо кривой, идущей от 
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 и лежащей в D. Поскольку область D односвязная (рисунок 1), то интеграл не зависит от выбора пути интегрирования (следствие 1). Если точка 
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 фиксирована, то интеграл  зависит только от точки z и, следовательно, является в D однозначной функцией переменного z.
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Рисунок 1 (односвязная область )
Теорема 4. Пусть функция 
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 определенная равенством (7), также ана​литична в D и является первообразной функции f(z).

Доказательство. Возь​мем в D произвольную точку z (рис. 1). Функция f является аналитической, а следовательно, и непрерывной в z. Поэтому для любого 
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Дадим переменному  z  некоторое приращение 
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Используя равенство


[image: image178.wmf](

)

z

z

z

z

d

z

z

z

D

=

-

D

+

=

ò

D

+

0

1

z


 прибавляя и вычитая выражение 
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Перенесем слагаемое 
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 влево и разделим обе части равенства на 
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В качестве пути интегрирования от z до 
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 выберем прямолиней​ный отрезок, соединяющий эти точки (рис. 1). Воспользуемся теперь свойством 4° интеграла  и неравенством (9):
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Здесь 
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 берется по длине кривой; он равен длине отрезка 
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Это и означает, что существует предел
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т.е. 
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Следствие 3. Если 
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 — аналитическая функция в одно​связной области D, то справедлива формула Ньютона-Лейбница
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где F(z) — любая первообразная функции 
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— любые точки из D, и интегрирование ведется по произвольному пути, лежаще​му в D.

Доказательство. Пусть F(z) — какая-либо первообразная функции 
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где С — некоторая постоянная. Положив в этом равенстве 
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[image: image210.wmf])

(

)

(

)

(

0

1

1

0

z

F

d

f

z

F

z

z

+

=

ò

z

z


откуда следует (9).

     Таким образом, определение первообразной и формула Ньютона-Лейбница для функций действительного переменного и для анали​тических функций комплексного переменного полностью совпадают. Благодаря этому интегралы от элементарных функций комплексного переменного вычисляются с помощью тех же формул и методов, что и в действительном анализе. В частности, остается в силе известная таблица первообразных.

                          1.4   Интегральная теорема Коши


Рассмотрим теперь интегралы от (однозначных) аналитических функций. Важную роль играет следующая теорема 


Теорема 1. (Теорема Коши односвязной области). Пусть функция 
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 аналитична в односвязной области D. Тогда для любого замкнутого контура Г, лежащего в D
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Доказательство: Из формулы (2), если предположить, что производная 
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 данной функции непрерывна на контуре Г и в области, ограниченной этим контуром. В силу равенства (2) для выполнения условия 
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Напомним, что если 
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 - непрерывные действительные функции в односвязной области D, имеющие в D непрерывные частные производные первого порядка, равенство
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Равносильно следующему условию:
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Применительно к интегралам из (10) условие (11) имеет вид
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(непрерывность частных производных функций  
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  и  
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 вытекает из непрерывности 
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). Но условия (12) совпадают с условиями Коши-Римана, которые выполнены в силу предположения о том, что функция 
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 является аналитической в D. Таким образом, справедливы равенства (10), а значит, и равенство 
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Заметим, что если функция 
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 является аналитической в за​мкнутой односвязной области D, то в качестве 
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 можно взять также границу этой области.

Рассмотрим теперь обобщение теоремы Коши на многосвязные об​ласти. Пусть  D — n-связная область, граница которой состоит из внешнего контура 
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 и внутренних контуров 
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Теорема 2. (теорема Коши для n-связной области). Предпо​ложим, что функция 
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 аналитична в замкнутой п-связной об​ласти D. Тогда интеграл от f по границе области D равен нулю; при этом предполагается, что обход граничных кривых проводится в таком направлении, чтобы область D оставалась слева.

      Доказательство. Пусть, например, D — трехсвязная об​ласть,  ограниченная контурами 
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 (рисунок 2). Разрежем область D по дугам АВ и СЕ, т.е. удалим из D все точки этих дуг. В результате получим односвязную область D*, граница Г* которой  состоит из контуров 
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 и дуг  АВ   и   СЕ. При 
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Рисунок 2 (трехсвязная об​ласть)
обходе этой границы контуры 
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 проходятся однократно, а дуги АВ и СЕ — дважды в противоположных направлениях. Поскольку область D* односвязна, то в силу теоремы 1 интеграл по ее границе Г* равен нулю, а в силу свойства 2° интеграл по Г* распадается на сумму интегралов по участкам, составляющим Г*. Поэтому 
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Согласно свойству 3° интегралы по АВ и ВА (и, аналогично, по СЕ и ЕС) отличаются лишь знаками и поэтому сокращаются. Получаем
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что и требовалось доказать.

Теорему 2 можно сформулировать в следующей форме.

Теорема 3. Если функция 
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 аналитична в замкнутой п-связной области D и все граничные контуры обходятся в одном и том же направлении, то
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Где 
[image: image248.wmf]1
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 внешний контур, охватывающий остальные.

Доказательство сразу же получается из формулы (13), если у контуров   
[image: image249.wmf]1
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 (или у контура 
[image: image252.wmf]1
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) изменить направление об​хода на противоположное и перенести соответствующие интегралы в другую часть равенства (13). 

      Теорема 1 эквивалентна следующему важному свойству неза​висимости интеграла 
[image: image253.wmf](
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 от пути интегрирования. 

      Следствие 1. Пусть функция  
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 аналитична в односвяз​ной области D, и пусть 
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 и 
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 — две любые точки из D. Тогда ин​тегралы по всем кривым, идущим из 
[image: image257.wmf]a

  в  
[image: image258.wmf]b

  и лежащим внутри D, равны между собой.

      Другими словами, интеграл зависит не от пути, а лишь от его начальной и конечной точек. 

     Следствие 2 (неизменяемость интеграла при деформации пути интегрирования). Интеграл от аналитической функции 
[image: image259.wmf](
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кривой Г (замкнутой или незамкнутой) не изменяет своей величины
при любой непрерывной деформации кривой Г, если только при этой
деформации кривая Г не пересекает особых точек функции 
[image: image260.wmf](

)

z

f

; в
случае незамкнутой кривой Г подразумевается, что при деформации,
начало и конец  Г остаются неподвижными.

Доказательство. Для незамкнутой кривой нужное утвер​ждение вытекает из следствия 2, поскольку при непрерывной деформации кривой 
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  в 
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 функция 
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 без пере​сечения этой точки невозможна     

                             1.5  Интегральная формула Коши
     Предположим, что функция 
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 является аналитической на некотором контуре 
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 и в односвязной области 
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, ограниченной этим контуром. Пусть, далее, 
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 (рисунок3). Описав из точки 
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 окружность 
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 радиуса 
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, в силу основанной на теореме Коши  получим:
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Теорема Коши применима, так как единственной особой точкой в области 
[image: image279.wmf]D

 для подынтегральной функции является точка 
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 и, следовательно, в двусвязной области между контурами 
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 и 
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 эта функция является аналитической.
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Рисунок 3 (точка внутри области 
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Так как функция  
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Если только радиус 
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 окружности 
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 достаточно мал (
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     Здесь мы воспользовались свойством 5º и тем что 
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      Так как 
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 можно взять сколь угодно малым, то неравенство (16) означает, что 
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Но, как уже было отмечено, величина
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При уменьшении 
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 не изменяется, поэтому знак предела в левой части (17) можно опустить. Если учесть также, что 
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Сопоставляя последнее равенство с равенством (17), получим так называемую интегральную формулу Коши:
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Величина стоящая в правой части интегральной формулы Коши, называется интегралом Коши. Для вычисления интеграла Коши нужно знать значение функции 
[image: image304.wmf])
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 только на контуре 
[image: image305.wmf]G

 и, следовательно, интегральная формула Коши позволяет находить значения аналитической функции в любой точке, лежащей внутри области 
[image: image306.wmf]D

, если известны значения этой функции на контуре 
[image: image307.wmf]G

, ограничивающем область 
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.

Если точка 
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 лежит вне области 
[image: image310.wmf]D

, то интеграл Коши равен нулю в силу теоремы Коши, так как в этом случае подынтегральная функция является аналитической в области 
[image: image311.wmf]D

.

Интегральная формула Коши легко обобщается на случай сложного контура 
[image: image312.wmf]G

, ограничивающего многосвязную область 
[image: image313.wmf]D

.

2 Практическая часть
2.1 Методические рекомендации к решению задач

Пример 1. Вычислить интеграл
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где  дугой C является:

1. Прямолинейный отрезок, соединяющий точку 0 c точкой  
[image: image315.wmf]x
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2. ломанная, состоящая из прямолинейного отрезка соединяющего точку 0 с точкой 1, и прямолинейного отрезка, соединяющего точку 1 с точкой 
[image: image316.wmf]i
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.

Решение: 

1 Уравнение отрезка, соединяющего точки 0 и  
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 в параметрической форме, имеет вид
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, где действительные переменное t изменяется от 0 до 1.

Находим:  
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2 Уравнение отрезка, соединяющего точки 0 и 1 в комплексной форме 
[image: image322.wmf]t
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, где t изменяется от 0 до 1.

Уравнение в комплексной форме, соединяющего точки 1 и   
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, где t изменяется от 0 и 1.

Итак, 
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Пример 2. Вычислить интеграл от функции 
[image: image326.wmf]2
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  по кривой Г, являющейся ломанной ABC , где А(-1,0), B(0,1), C(1,0).

Решение: Зададим кривую уравнением вида 
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Поскольку кривая состоит из двух участков – отрезков AB и BC, задаваемые разными уравнениями, то рассмотрим каждый из них отдельно. 

        Участок AB можно задать уравнением 
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       Участок ВС можно задать уравнением 
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Найдем интеграл по кривой Г по формуле


[image: image341.wmf]ò

ò

=

Г

dt

t

z

t

z

f

dz

z

f

b

a

)

(

'

))

(

(

)

(


Для этого перейдем к сумме интегралов по участкам АВ и ВС и вычислим каждый из них в отдельности. 

Для участка АВ 


[image: image342.wmf]i

t

z

+

=

1

)

(

'



[image: image343.wmf](

)

(

)

(

)

=

+

-

=

-

=

ò

ò

ò

G

-

G

1

2

0

1

2

2

2

)

(

'

1

dt

t

z

t

i

t

dz

iy

x

dz

z



[image: image344.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

-

-

-

+

-

=

+

+

-

+

-

=

ò

ò

-

-

0

1

2

2

0

1

2

2

1

4

2

1

2

1

1

1

2

dt

t

t

i

t

dt

i

t

t

it

t



[image: image345.wmf]3

3

1

2

3

2

3

2

0

1

2

3

3

i

t

t

t

i

t

t

+

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

+

-

=

-


Для участка ВС 
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Интеграл по Г равен 
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Пример 3. Вычислить интеграл 
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Решение: Воспользуемся формулой интегрирования по частям
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Отсюда 
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Итак, 
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Пример 4. Используя теорему Коши или формулы Коши найти интеграл
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По замкнутому контуру Г: 
[image: image360.wmf]2

=

+

p

i

z

 (обход контура против часовой стрелки).

Решение: Уравнение 
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 и представим интеграл в виде
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Пример 5. Используя теорему Коши или формулы Коши найти интеграл
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Пример 6. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана выполняются, следовательно, функция является аналитической. Тогда результат от пути интегрирования не зависит:
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Пример 7. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой: 
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:


[image: image408.wmf]2

2

y

x

x

x

u

+

=

¶

¶

,  
[image: image409.wmf]0

=

¶

¶

y

v

,  
[image: image410.wmf]2

2

y

x

y

y

u

+

=

¶

¶

, 
[image: image411.wmf]Þ

=

¶

¶

0

x

v



[image: image412.wmf],

y

v

x

u

¶

¶

¹

¶

¶

  
[image: image413.wmf]x

v

y

u

¶

¶

-

¹

¶

¶


Условия Коши-Римана не выполняются, значит, функция не является аналитической. Тогда представим отрезки ломанной в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:


[image: image426.wmf][

]

[

]

(

)

=

+

+

-

+

-

=

+

=

ò

ò

ò

ò

ò

-

-

dt

i

dt

i

it

t

dt

t

z

t

z

f

dt

t

z

t

z

f

dz

z

f

AB

С

1

1

1

0

1

1

1

0

1

1

)

(

'

)

(

)

(

'

)

(

)

(



[image: image427.wmf](

)

(

)

2

1

2

ln

2

1

1

2

1

1

1

2

1

0

i

dt

t

dt

t

i

+

-

-

=

+

+

-

=

ò

ò

-


Пример 8. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана не выполняются, значит, функция не является аналитической. Тогда представим отрезки ломанной в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 9. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана выполняются, значит, функция  является аналитической. Тогда результат от пути интегрирования не зависит:
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Пример 10. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана выполняются, следовательно, функция является аналитической. Тогда результат от пути интегрирования не зависит:
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Пример 11. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана не выполняются, значит, функция не является аналитической. Тогда представим отрезки ломанной в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 12. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана не выполняются, следовательно, функция не является аналитической. Тогда представим кривую, по которой идет интегрирование, в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 13. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана не выполняются, следовательно, функция не является аналитической. Тогда представим кривую, по которой идет интегрирование, в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 14. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверка, является ли функция аналитической, слишком громоздка, поэтому используем метод, пригодный для любого случая. Представим отрезки ломанной в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 15. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверка, является ли функция аналитической, слишком громоздка, поэтому используем метод, пригодный для любого случая. Представим отрезки ломанной в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:


[image: image575.wmf][

]

[

]

ò

ò

ò

=

+

=

1

0

0

1

)

(

'

)

(

)

(

'

)

(

)

(

dt

t

z

t

z

f

dt

t

z

t

z

f

dz

z

f

ABC



[image: image576.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

(

)

(

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

-

-

+

+

-

+

+

=

ò

ò

1

sin

2

1

3

1

1

1

cos

cos

0

1

2

1

0

2

i

dt

i

it

i

t

it

i

t

dt

t

t


Пример 16. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверка, является ли функция аналитической, слишком громоздка, поэтому используем метод, пригодный для любого случая. Представим отрезки ломанной в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 17. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверка, является ли функция аналитической, слишком громоздка, поэтому используем метод, пригодный для любого случая. Представим отрезки ломанной в параметрическом виде:

AB: 
[image: image606.wmf]);

(

)

(

)

(

t

iy

t

x

t

z

+

=

  
[image: image607.wmf];

)

(

t

t

x

=

 
[image: image608.wmf];

0

)

(

=

t

y

 
[image: image609.wmf]);

0

(

z

z

A

=

  
[image: image610.wmf]);

1

(

-

=

z

z

B


BC: 
[image: image611.wmf]);

(

)

(

)

(

t

iy

t

x

t

z

+

=

  
[image: image612.wmf];

)

(

t

t

x

=

 
[image: image613.wmf];

1

)

(

t

t

y

-

=

 
[image: image614.wmf]);

1

(

-

=

z

z

B

  
[image: image615.wmf]);

0

(

z

z

C

=


Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 18. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана не выполняются, следовательно, функция не является аналитической. Тогда представим кривую, по которой идет интегрирование, в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 19. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:


[image: image644.wmf](

)

x

x

x

e

y

y

e

e

x

u

2

cos

cos

2

1

2

+

-

=

¶

¶

-

,  

[image: image645.wmf](

)

x

x

x

e

y

y

e

e

y

v

2

cos

cos

2

1

2

+

-

=

¶

¶

-

, 
 
[image: image646.wmf](

)

1

sin

2

1

2

+

=

¶

¶

-

x

x

e

y

e

y

u

, 

[image: image647.wmf](

)

Þ

+

=

¶

¶

-

1

sin

2

1

2

x

x

e

y

e

x

v



[image: image648.wmf],

y

v

x

u

¶

¶

=

¶

¶

  
[image: image649.wmf]x

v

y

u

¶

¶

-

=

¶

¶


Условия Коши-Римана выполняются, следовательно, функция является аналитической. Тогда результат от пути интегрирования не зависит:
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Пример 20. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана не выполняются, следовательно, функция не является аналитической. Тогда представим кривую, по которой идет интегрирование, в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 21. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана выполняются, следовательно, функция является аналитической. Тогда результат от пути интегрирования не зависит:
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Пример 22. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана не выполняются, следовательно, функция не является аналитической. Тогда представим кривую, по которой идет интегрирование, в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 23. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана выполняются, следовательно, функция является аналитической. Тогда результат от пути интегрирования не зависит:
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Пример 24. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана не выполняются, следовательно, функция не является аналитической. Тогда представим кривую, по которой идет интегрирование, в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 25. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:


[image: image725.wmf](

)

ò

+

L

dz

z

iz

sin


ABC:  ,  
[image: image726.wmf]1

=

z

, 
[image: image727.wmf]0

Re

³

z

  

Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана выполняются, следовательно, функция является аналитической. Тогда результат от пути интегрирования не зависит:
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Пример 26. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана не выполняются, следовательно, функция не является аналитической. Тогда представим кривую, по которой идет интегрирование, в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 27. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана выполняются, следовательно, функция является аналитической. Тогда результат от пути интегрирования не зависит:
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Пример 28. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана не выполняются, следовательно, функция не является аналитической. Представим кривую, по которой идет интегрирование в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 29. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:


[image: image809.wmf](

)

(

)

y

e

xe

e

x

u

x

x

x

cos

1

12

2

2

-

-

=

¶

¶

-

-

,    
[image: image810.wmf](

)

(

)

y

e

xe

e

y

v

x

x

x

cos

1

12

2

2

-

-

=

¶

¶

-

-

, 

 
[image: image811.wmf](

)

(

)

y

e

ye

e

y

u

x

x

x

sin

1

12

2

2

+

-

-

=

¶

¶

-

-

,    
[image: image812.wmf](

)

(

)

Þ

+

-

=

¶

¶

-

-

y

e

ye

e

x

v

x

x

x

sin

1

12

2

2



[image: image813.wmf],

y

v

x

u

¶

¶

=

¶

¶

  
[image: image814.wmf]x

v

y

u

¶

¶

-

=

¶

¶


Условия Коши-Римана выполняются, следовательно, функция является аналитической. Тогда результат от пути интегрирования не зависит:
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Пример 30. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана не выполняются, следовательно, функция не является аналитической. Представим кривую, по которой идет интегрирование в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 31. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана выполняются, следовательно, функция является аналитической. Тогда результат от пути интегрирования не зависит:
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Пример 32. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Перейдем к рассмотрению кривой ABA в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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Пример 33 Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана выполняются, следовательно, функция является аналитической. Тогда результат от пути интегрирования не зависит:
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Пример 34 Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана выполняются, следовательно, функция является аналитической. Тогда результат от пути интегрирования не зависит:
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Пример 35. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой:
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Проверим исходную функцию на аналитичность. Для этого перейдем от функции 
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Проверим, выполняются ли условия Коши-Римана:
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Условия Коши-Римана не выполняются, следовательно, функция не является аналитической. Представим кривую, по которой идет интегрирование в параметрическом виде:
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Тогда найти исходный интеграл несложно:
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                    2.2  Задачи для самостоятельного решения

1. Вычислить интеграл  
[image: image914.wmf](

)

(

)

ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

+

-

L

dz

z

z

z

z

z

5

9

5

2

sin

2

  вдоль контура 
[image: image915.wmf]it

e

z

4

=

, 
[image: image916.wmf]p

2

0

£

£

t


2. Вычислить интеграл  
[image: image917.wmf](

)

(

)

ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

+

+

-

L

dz

z

z

z

z

z

5

9

5

2

sin

2

  вдоль контура 
[image: image918.wmf]2

2

=

-

=

z

z


3. Вычислить интеграл  
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4. Вычислить интеграл  
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10. Вычислить интеграл  
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14. Вычислить интеграл 
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16. Вычислить интеграл 
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17. Вычислить интеграл 
[image: image948.wmf](

)

(

)

dz

z

z

z

z

z

ò

=

-

-

+

2

2

3

1

1

 

18. Вычислить интеграл 
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19. Вычислить интеграл 
[image: image950.wmf](

)

dz

z

z

e

i

L

z

ò

-

3

1

2

1

p

 если точка 0 лежит внутри контура L, а точка 1 - вне его.

20. Вычислить интеграл 
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Ответы и указания к задачам для самостоятельного решения
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5. 2.  Параметрическое уравнение окружности 
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13. 0. Применим теорему Коши к многосвязной области, ограниченной контурами 
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. Применить теорему Коши к многосвязной области

Заключение

В данной работе собраны и систематизированы необходимые теоретические и практические сведения по интегрированию функции комплексного переменного. Основное внимание в работе уделено методам интегрирования функций комплексного переменного. 

По каждой теме изложены основные теоретические факты (определения, формулы, теоремы, леммы, следствия, утверждения), необходимые для вычисления интегралов. Составлены вопросы, чтобы лучше усвоить материал; приведены решения стандартных и нестандартных задач, при этом большое внимание уделено применимости той или иной теоремы или формулы. К некоторым задачам даются подробные решения, являющиеся, как правило образцами, используя которые можно решать последующие задачи. А также  разработано и составлено большое количество задач для самостоятельной работы, которые помогут глубже усвоить теоретический материал и приобрести навыки при вычислении интегралов. Все составленные задания снабжены ответами.   Тематически близкие задачи располагаются обычно последовательно, и в пределах такого цикла трудность задач может значительно возрастать. Поэтому иногда более трудные задачи сменяются легкими. Эти задачи могут быть использованы преподавателями в виде индивидуальных заданий  для студентов.

         Одной из отличительных и привлекательных черт  теории аналитических функций можно считать ее «комплексность» в том числе, что она органически сочитает аналитические и геометрические методы, уже ставшими классические подхода и вновь возникающие идеи. Наряду с достаточно конкретными и прикладными задачами в ней находят весьма общие и абстрактные проблемы. Понятия и конструкции теории функций комплексного переменного служат основными моделями, источниками и отправными пунктами как различных разделов математики, так и многих прикладных наук. В наши дни классическая часть комплексного анализа приобрела вполне завершенный вид.
Эта работа полезна и может быть использована как студентами, так и преподавателями при изучении теории функций комплексного переменного, а именно интеграла от функции комплексного переменного.
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