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1.  КІРІСПЕ
        Әдістемелік нұсқауларда математикалық талдау негіздерінің бір бөлімі –  «Функцияны зерттеуде туындының қолданылуы» қарастырылған. Бұл бөлім бойынша әдістемелік нұсқауда орта мәндер туралы теоремалар, анықталмағандықтарды ашу үшін Лопиталь ережесі, функцияның өсуі және кемуі туралы теоремалар, функцияны максимумға және минимумға зерттеу, берілген кесіндідегі функцияның ең үлкен және ең кіші мәндерін табу, қисықтың ойыстығы және дөңестігі, иілу нүктесін табу, функция графигінің асимптоталары, функцияны зерттеу және оның графигін салу қарастырылған. 

        Сонымен бірге, әдістемелік нұсқауларда, бөлім бойынша барлық теориялық    материалдардың қолданылуларына мысалдар  келтіріліп, есептерді шығару жолдары көрсетілген. Әр тақырыптың соңында өз бетінше шығаруға арналған есептер, тестік тапсырмалар берілген. Студенттердің өз бетінше оқып-үйренуі кезінде қиындық келтіретін кейбір күрделі мәселелерге түсініктеме келтірілген.

        Әдістемелік нұсқаулар техникалық мамандықтарда оқитын студенттерге арналған. Мұнда студенттердің өзіндік жұмысына, сонымен бірге оқытушылардың практикалық сабақтарына қолдануына арналған есептер ұсынылған.

2.  ОРТА  МӘНДЕР  ТУРАЛЫ  ТЕОРЕМАЛАР
Ролль теоремасы
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 нүктесі табылады.

Ролль теоремасының мынадай геометриялық мағынасы бар:
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  аралығының әрбір нүктесінде қисықтың жанамасы бар және 
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 болса, онда қисықтың ең болмағанда бір  
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 нүктесі бар болып, осы нүктедегі қисықтың жанамасы абсцисса өсіне параллель болады.   (1-сурет)
(Мишель Ролль (1652-1719) – француз математигі).
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кесіндісінде дифференциалданатын және кесіндінің шеттерінде тең мәндер қабылдайды:
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Бұдан, Ролль теоремасы бойынша 
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 аралығынан аргумент х-тің ең болмағанда бір мәні табылады. Шынында да, 
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         Ролль теоремасында туынды нөлге тең болатын ең болмағанда бір нүкте болады деп тұжырымдалған, бірақ мұндай нүктелер бірнешеу болуы мүмкін.

        Егер Ролль теоремасында 
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 функциясының түбірлері болып табылады, ал 
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2-мысал.  Берілген 
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 функциясының екі түбірінің аралығында 
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 туындысының түбірі жататынын көрсету керек.

Шешуі.  Берілген функцияның түбірлерін табамыз:
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 туындысының түбірін анықтаймыз:
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 функциясының екі түбірінің аралығында жататынын көреміз.
Лагранж теоремасы
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теңдігі орындалатындай 
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(2)  теңдігі Лагранж формуласы деп аталады.
Лагранж теоремасының мынадай геометриялық мағынасы бар:
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 қисығының  АВ  доғасының барлық нүктесінде жанамасы бар болса, онда қисықтың ең болмағанда бір  
[image: image44.wmf](

)

,

Ccfc

éù

ëû

 нүктесі бар болып, осы нүктедегі қисықтың жанамасы  АВ хордасына параллель болады.   (2-сурет)

    (2) Лагранж формуласын былай тұжырымдауға болады: функция өсімшесі аралық нүктедегі туындының мәні мен аргумент өсімшесінің көбейтіндісіне тең.
        Лагранж теоремасы ақырлы өсімшелердің теоремасы деп аталады. Егер 
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 болады, яғни Ролль теоремасы Лагранж теоремасының дербес жағдайы.

(Жозеф-Луи Лагранж (1736-1813) – француз математигі және механигі).
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 нүктелері берілген (3-сурет).
Жанама АВ хордасына параллель болатындай АВ доғасынан С нүктесін табу керек.

Шешуі.  
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 функциясы Лагранж теоремасының шарттарын  қанағаттандырады.

    Шарт бойынша:  
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Берілгендерді (2) Лагранж формуласына қойып, мыналарды аламыз:
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Бұдан,  
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    Берілген функцияның туындысының 
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 болғандағы мәнін анықтаймыз:   
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Сонымен, 
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                                                           4-сурет
2-мысал.  Лагранж формуласы бойынша  
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 кесіндісінде с-ның мәнін анықтау керек  (4-сурет).
Шешуі.  Берілгені бойынша: 
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Сонда  
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(2) формула бойынша мынаны аламыз:
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Коши теоремасы
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(3) теңдігі  Коши формуласы деп аталады.
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және (3) формуласы (1) формуласы түріне келеді. Осылайша Коши теоремасы Лагранж теоремасының жалпыланған түрі болып табылады.
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 функцияларын ХОУ жазықтығындағы кейбір қисықтың параметрлік теңдеулері деп қарастырсақ  (х – осы қисықтың параметрі), онда Коши теоремасының геометриялық мағынасы Лагранж теоремасындағыдай болады.

(Огюстен Коши (1789-1859) – атақты француз математигі).
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  функциялары үшін Коши формуласын жазу керек және 
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Шешуі. Шарт бойынша: 
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Сол сияқты, 
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Коши формуласына қойып, мынаны аламыз:
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ӨЗІНДІК  ШЫҒАРУҒА  АРНАЛҒАН  ЕСЕПТЕР
1.  
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 функциясының екі түбірінің аралығында 
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 берілген. Жанама АВ хордасына параллель болатындай АВ доғасынан С нүктесін табу керек.

3.  Лагранж формуласы бойынша  с-ның мәнін мына функциялар үшін анықтау керек:
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5. ФУНКЦИЯНЫ  МАКСИМУМҒА  ЖӘНЕ  МИНИМУМҒА   ЗЕРТТЕУ
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[image: image248.wmf](

)

yfx

=

 функциясының 
[image: image249.wmf]0

xx

=

 нүктесіндегі мәні 
[image: image250.wmf]0

x

 нүктесін қамтитын қандайда бір аймақтың барлық нүктесіндегі осы функцияның мәндерінен артық болса, онда 
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 нүктесінде максимумы бар дейді. Бұл жағдайда 
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 нүктесін максимум нүктесі деп атайды.
Анықтама 2.  Егер 
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 нүктесін қамтитын қандайда бір аймақтың барлық нүктесіндегі осы функцияның мәндерінен кем болса, онда 
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         Функцияның максимум және минимум нүктелерін экстремум нүктелері немесе экстремальдық нүктелер  деп, ал осы нүктелердегі функцияның мәндерін  функцияның максимумы және минимумы немесе экстремумы деп атайды.
Теорема 1.  (Функция экстремумы болуының қажетті шарты)
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б)  егер (2) шарт орындалса, онда 
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  функциясының сынақ нүктелерін табу керек.
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 ізделінді сынақ нүктелері, яғни бұл нүктелерде функцияның экстремумдері болуы мүмкін.

Теорема 2.  (Функция экстремумы болуының бірінші жеткілікті шарты)
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2) Функция туындысының таңбасы өзгермейтін болса, 
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        Сонымен, бір айнымалы функцияның өсу, кему аралықтарын және экстремумдерін табудың ережесін тұжырымдайық:

1) Функцияның 1-түрлі сынақ нүктелерін, яғни экстремумы болуы мүмкін нүктелерін табу керек. Ол үшін:
     а) функцияның туындысын тауып, оны нөлге теңестіріп, алынған теңдеуді шешу керек;

     б) функция туындысының үзіліс нүктелерін анықтау керек.

2) Табылған 1-түрлі сынақ нүктелерінде берілген функцияның экстремумы бар, жоқтығын анықтау қажет. Ол үшін 1-түрлі сынақ нүктелерінің аймақтарында функция туындысының таңбаларын зерттеп, бір айнымалы функцияның өсу, кему аралықтары және экстремумдері туралы жеткілікті шарттарды пайдаланып, қорытынды жасау керек.
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Табылған сынақ нүктелерінің маңайындағы бірінші туындының таңбаларын анықтаймыз. Ол үшін туындыны көбейткіштердің көбейтіндісі түрінде жазған ыңғайлы:
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 туынды өзінің таңбасын минустен плюске өзгертеді, бұл нүктеде функцияның минимумы бар.
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Экстремум нүктелері  
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  зерттелініп отырған функцияның графигі берілген 8-суретте көрсетілген.
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   8-сурет
Теорема 3.  (Функция экстремумы болуының екінші жеткілікті шарты)

        Егер 
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 стационар нүктеде екінші ретті туынды нөлден өзгеше болса, онда 
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 болғанда бұл нүктеде 
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 функциясының максимумы, ал  
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 болғанда минимумы бар болады.
5-мысал.   
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  функциясын  экстремумге зерттеу керек.

Шешуі.   Стационар нүктелерді табамыз:
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Алынған теңдеудің үш түбірі бар:  
[image: image376.wmf]123

1;0;3.

xxx

=-==

  Функцияны екінші шарт бойынша экстремумге зерттейміз. Ол үшін екінші ретті туындыны табамыз:
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Екінші ретті туындының табылған нүктелердегі таңбаларын анықтаймыз:
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        Бұдан, зерттелінді функцияның 
[image: image380.wmf]1
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 және 
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 нүктелерінде минимумы, ал 
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 нүктесінде максимумы бар екенін көреміз.

        Экстремум нүктелері  
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  зерттелініп отырған функцияның графигі берілген 9-суретте көрсетілген.
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6-мысал.    
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   функциясын  
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 аралығында  экстремумге зерттеу керек.

Шешуі.   Берілген аралықта жататын стационар нүктелерді табамыз:
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Зерттеудің екінші шартын қолданамыз:
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        Табылған стационар нүктеде екінші ретті туынды теріс болғандықтан, 
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 болғанда функцияның максимумы бар:
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ӨЗІНДІК  ШЫҒАРУҒА  АРНАЛҒАН  ЕСЕПТЕР

1. Мына функциялардың сынақ нүктелерін табу керек:
а)  
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2.  Мына функцияларды экстремумге зерттеу керек:
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Жауаптары:  1.  а)  0;   б)  0 және 
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6. ФУНКЦИЯНЫҢ  БЕРІЛГЕН  КЕСІНДІДЕГІ  ЕҢ  ҮЛКЕН  ЖӘНЕ  
ЕҢ  КІШІ  МӘНДЕРІН  ТАБУ
        Егер 
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 функциясы 
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 кесіндісінде үзіліссіз болса, онда ол осы кесіндіде өзінің М ең үлкен мәнін және m  ең кіші мәнін қабылдайды. Функция бұл мәндерді осы кесіндінің шеткі нүктелерінде немесе сынақ нүктелерінде қабылдайды. 
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 функциясының 
[image: image415.wmf][
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 кесіндісіндегі ең үлкен және ең кіші мәндерін табу үшін мынадай ереже  қолданылады:
1)  
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 аралығында жататын барлық сынақ нүктелерін табу және осы нүктелердегі функцияның мәндерін есептеу;
2)  кесіндінің шеткі нүктелеріндегі функцияның мәндерін есептеу, яғни 
[image: image417.wmf](
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3)  осы табылған мәндерді салыстырып, функцияның ең үлкен және ең кіші мәндерін табу.

1-мысал.   
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  функциясының  
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 кесіндісіндегі ең үлкен және ең кіші мәндерін табу керек.

Шешуі.    
[image: image420.wmf](
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 аралығындағы сынақ нүктелерін табамыз: 
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[image: image422.wmf]3
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 сынақ нүктесі берілген кесіндіде жатпайды.

        Басқа екі сынақ нүктесіндегі функцияның мәндерін есептейміз:
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Кесіндінің шеткі нүктелеріндегі функцияның мәндерін есептейміз:
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        Табылған мәндерді салыстырып, қорытындыласақ: функцияның ең үлкен мәні 
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        Үзіліссіз функциялардың қасиеттерін пайдаланып, функцияның ең үлкен және ең кіші мәндерін табуды оңайлатуға болады.

1. Егер 
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 функциясы 
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 кесіндісінде үзіліссіз және өспелі болса, онда 
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2. Егер 
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 функциясы 
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 кесіндісінде үзіліссіз және кемімелі болса, онда 
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3. Егер 
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 функциясы 
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]

,

ab

 кесіндісінде үзіліссіз болса, осы кесіндіде бір ғана 
[image: image435.wmf]0
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 максимум нүктесі болса (және бірде бір минимум нүктесі болмаса), онда берілген кесіндідегі ең үлкен мәні 
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4. Егер 
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 функциясы 
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 кесіндісінде үзіліссіз болса, осы кесіндіде бір ғана 
[image: image439.wmf]0
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 минимум нүктесі болса (және бірде бір максимум нүктесі болмаса), онда берілген кесіндідегі ең кіші мәні 
[image: image440.wmf](
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        Көптеген геометриялық, физикалық және техникалық есептерде басқа шамалармен функционалдық тәуелділікте болатын шамалардың ең үлкен және ең кіші мәндерін табу талап етіледі. Мұндай есептердің кеңінен тарауы және үлкен мазмұндылығы математикалық талдау негізінің дамуына басты себептердің бірі болып есептеледі.

        Бұндай есептерді шығаруда оның шартына қарап тәуелсіз айнымалы алып, ізделінді шаманы осы айнымалы арқылы өрнектеу керек, содан кейін алынған функцияның ізделінді ең үлкен және ең кіші мәндерін табу керек. Бұл жағдайда тәуелсіз айнымалының шекті және шектеусіз өзгеру интервалы да есептің шарты бойынша анықталады.

 Енді осы мәселелерді мысалдармен көрсетейік.
2-мысал.  Қабырғасы а-ға тең квадрат қаңылтырдың төрт бұрышынан бірдей квадраттарды кесіп тастап, қалған бүйір жақтарын тік бұрыш жасап майыстырып, ашық қорапша жасау керек. Сол ашық қорапшаның сыйымдылығы ең үлкен болуы үшін қаңылтыр бұрыштарынан кесілетін квадраттардың қабырғалары қандай болуы керек?
Шешуі.    Қиып алынған квадраттардың қабырғасын х деп белгілейік  (10-сурет).
Сонда қорапшаның табаны қабырғалары  
[image: image441.wmf]2
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 болатын квадрат, ал қорапшаның биіктігі  х  болады.  Қорапшаның көлемі табан ауданы мен биіктіктің көбейтіндісіне тең болады, яғни мына формуламен табылады:
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Сөйтіп, 
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 көлемі х аргументтің функциясы болады, ол есептің шарты бойынша 0-ден 
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ге дейін өзгеруі мүмкін.

        Сонымен, есептің сұрағына жауап беру үшін  
[image: image445.wmf](
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 функциясының 
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 кесіндісіндегі ең үлкен мәнін табу керек болды. 
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 функциясының сынақ нүктелерін табамыз:
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Бұдан  
[image: image449.wmf]12

,

62

aa

xx

==-

 сынақ нүктелері.

        (*) формуласын қолданып, функцияның сынақ нүктелеріндегі және 
[image: image450.wmf]0;
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 кесіндісінің ұштарындағы мәндерін есептейміз:
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        Сонымен, 
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 болғанда, яғни кесіп алынған квадраттың қабырғасы бастапқы квадраттың қабырғасының алтыдан бір бөлігіне тең болғанда қорапшаның сыйымдылығы ең үлкен болады екен.
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10-сурет
3-мысал.   Берілген 
[image: image453.wmf]V

 көлемі бойынша жабық цилиндрлік бак дайындау қажет. Бактың толық беті ең кіші болуы үшін оның сызықтық өлшемдері қандай болуы керек?

Шешуі.    Бактың табанының радиусын  
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, биіктігін  
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 және толық бетін 
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 деп белгілейік.
Сонда        
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Цилиндрдің көлемі  
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 бұдан  
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тың табылған мәнін  толық беттің формуласына қойып, мынаны аламыз:
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  немесе  
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        Алынған  (*)  формула  
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 толық бет (функция) пен цилиндрлік бактың 
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 радиусы (аргумент) және берілген  
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 көлем (тұрақты шама) арасындағы тәуелділікті көрсетеді. Есептің шарты бойынша аргумент 
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 кез келген оң мәнді қабылдайды, яғни 0-ден 
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ке дейін өзгереді.
        Есептің сұрағына жауап беру үшін 
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 функциясының 
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 аралығындағы ең кіші мәнін табу керек.
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)

Sr

 функциясының сынақ нүктелерін табамыз:
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Бұдан   
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 жалғыз сынақ нүктесі.
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 екінші ретті туындыны табамыз және 
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 табылған сынақ нүктесіндегі оның таңбасын анықтаймыз:
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Табылған сынақ нүктесіндегі 
[image: image476.wmf]S
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 екінші ретті туындынының таңбасы оң, бұдан, 
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 минимум нүктесі болады.
        Зерттелініп отырған 
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 функциясы 
[image: image479.wmf](
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 аралығында үзіліссіз және оның осы аралықта тек бір ғана минимум нүктесі бар (бірде бір максимум нүктесі жоқ), сондықтан оның бұл нүктеде ең кіші мәні бар.
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 болғанда мынаны аламыз:
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        Осылайша, берілген 
[image: image482.wmf]V

 көлемі бойынша толық беті ең кіші болуы үшін цилиндрдің биіктігі оның диаметріне тең болуы керек.
4-мысал.  Формасы және өлшемдері (дм) суретте көрсетілген материалдың бөлігінен ең үлкен тік төртбұрыш қиып алу керек.

Шешуі:     Қиып алынатын тік төртбұрыштың қабырғаларын х және у деп белгілейміз 
(11-суретте). Сонда оның ауданы  
[image: image483.wmf].
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 ұқсастығынан у-ті х арқылы өрнектейміз: 
[image: image485.wmf]11;6;8;4.
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 Бұларды 
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 пропорцияға

қойсақ, мынаны аламыз: 
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 бұдан 
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Аудандағы у-ті осы өрнекпен алмастырсақ: 
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 мұндағы х есептің шарты бойынша C 
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 кесіндісінде өзгереді.

Осы кесіндіде 
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функциясының ең үлкен мәнін есептейміз. Ол үшін әуелі туынды табамыз: 
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 Ал 
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 нүктеде 
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 болады, бірақ бұл нүкте қарастырып отырған кесіндіден тысқары, 
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барлық жерде анықталған, сондықтан 
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 кесіндіде бірде-бір сынақ нүктесі жоқ. 3-тен 11-ге дейінгі аралықта х өзгергенде, туынды 
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 ал функция 
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 өседі және кесіндінің 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image500.wmf]11
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 оң жақ шетінде ең үлкен мәніне ие болады.

         Сонымен, берілген материалдан қиып алынған тік төртбұрыш, В нүктесі С нүктесімен беттескенде, ең үлкен ауданға тең болады.
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11-сурет

ӨЗІНДІК  ШЫҒАРУҒА  АРНАЛҒАН  ЕСЕПТЕР

1. Берілген функциялардың әрқайсысы үшін М ең үлкен мәнді және m  ең кіші мәнді табу керек:
а)  
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 кесіндісінде;
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 кесіндісінде;
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 кесіндісінде;

г)  
[image: image507.wmf]cos22,;

22

yxx

pp

éù

=+-

êú

ëû
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2.   Суландыратын канал тең бүйірлі трапеция формалы, бүйір қабырғалары кіші табанына тең. Каналдың қимасы ең үлкен ауданға ие болуы үшін бүйір қабырғаларының көлбеулік бұрышы қандай болуы керек? 
3.  Берілген тік дөңгелек конустың ішіне ең үлкен көлемдегі цилиндрді салу керек.

4.  Сымның ұзындығы  
[image: image510.wmf]l

 бөлігінен  ауданы ең кіші болатын тік төртбұрыш иіп жасау керек.
5.  Тік төртбұрышты жер учаскесінің бір қабырғасы каналдың жағалауымен жанасады, ал қалған үшеуі дуалмен қоршалған. Учаскенің ауданы  800 
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, ал дуалдың ұзындығы ең кіші болуы үшін учаскенің өлшемдері қандай болуы керек?
Жауаптары:  1.  а)  
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2.   Көлбеулік бұрыш  
[image: image518.wmf]0
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қа тең.     3.  Цилиндрдің көлемі конустың көлемінің 
[image: image519.wmf]4
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 бөлігіне тең болады.     4.  Тік төртбұрыш квадрат болуы керек.     5.  20 м және 40 м.
7. ФУНКЦИЯ ГРАФИГІНІҢ ДӨҢЕСТІГІ МЕН ОЙЫСТЫҒЫ.

ИІЛУ НҮКТЕСІ
Анықтама.  Егер 
[image: image520.wmf](
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функциясы графигінің 
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 аралығына тиісті барлық нүктелері 
[image: image522.wmf](
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 аралығының кез келген нүктесінен сол қисыққа жүргізілген жанамадан төмен орналасса, онда қисықты осы аралықта дөңес деп атайды.
Анықтама.  Егер 
[image: image523.wmf](
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функциясы графигінің 
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 аралығына тиісті барлық нүктелері 
[image: image525.wmf](
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 аралығының кез келген нүктесінен сол қисыққа жүргізілген жанамадан жоғары орналасса, онда қисықты осы аралықта ойыс деп атайды.

Анықтама.  Үзіліссіз қисықтың ойыс бөлігін дөңес бөлігінен (немесе керісінше) бөліп тұратын нүктесін иілу нүктесі деп атайды.
Теорема 1.  (ойыстықтың қажетті шарты)

        Егер 
[image: image526.wmf](
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функциясы 
[image: image527.wmf](
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 аралығында екі рет дифференциалданатын болса, ал оның графигі осы аралықта ойыс болса, онда осы аралықтың кез келген нүктесінде екінші ретті туынды оң болады.
Теорема 2.  (дөңестіктің қажетті шарты)

        Егер 
[image: image528.wmf](
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функциясы 
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 аралығында екі рет дифференциалданатын болса, ал оның графигі осы аралықта дөңес болса, онда осы аралықтың кез келген нүктесінде екінші ретті туынды теріс болады.

Теорема 3.  (ойыстықтың жеткілікті шарты)

        Егер 
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 аралығының барлық нүктесінде 
[image: image531.wmf](
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 екінші ретті туынды оң болса, онда осы аралықта  
[image: image532.wmf](
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функциясының графигі ойыс болады.
Теорема 4.  (дөңестіктің жеткілікті шарты)

        Егер 
[image: image533.wmf](
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 аралығының барлық нүктесінде 
[image: image534.wmf](
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 екінші ретті туынды теріс болса, онда осы аралықта  
[image: image535.wmf](
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функциясының графигі дөңес болады.

Теорема (иілу нүктесінің бар болуының қажетті шарты)

        Егер 
[image: image536.wmf](
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 нүктесі 
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функциясы графигінің иілу нүктесі болып,  
[image: image538.wmf]0
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 нүктесінде 
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функциясының үзіліссіз екінші ретті туындысы бар болса, онда ол нөлге тең болады  
[image: image540.wmf](
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немесе 
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 анықталмайды.

Анықтама.  Егер 
[image: image542.wmf]0
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 нүктесінде 
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функциясының екінші ретті туындысы нөлге тең болса, яғни 
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немесе 
[image: image545.wmf](
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 анықталмаса, онда 
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 нүктесінде 
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функциясы графигінің екінші түрлі сынақ нүктесі немесе иілуі болуы мүмкін нүктесі деп аталады.

Теорема (иілу нүктесінің бар болуының жеткілікті шарты)        Егер 
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немесе 
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 анықталмаса, онда екінші ретті туынды 
[image: image550.wmf]0
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 нүктесі арқылы өткенде өзінің таңбасын өзгерткенде ғана 
[image: image551.wmf](

)

000

;

Pxy

 нүктесі иілу нүктесі болады.

[image: image552.wmf](
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функциясы графигінің ойыс, дөңес аралықтарын
және иілу нүктелерін табудың

ережесі
1.  Берілген функцияның екінші түрлі сынақ нүктелерін немесе иілуі болуы мүмкін нүктелерін анықтау қажет. Ол үшін:

а)  функцияның екінші ретті туындысын табу;

б)  екінші ретті туындыны нөлге теңестіріп, алынған теңдеуді шешу керек;

в)  екінші ретті туындыны үзіліссіздікке зерттеу керек.

2.  Табылған екінші түрлі сынақ нүктелерінде функция графигінің иілуі бар, жоқтығын анықтау қажет. Ол үшін екінші текті сынақ нүктелерінің аймақтарында функцияның екінші ретті туындысының таңбаларын зерттеп, функция графигінің ойыс, дөңес аралықтары және иілу нүктелері туралы жеткілікті шарттарды пайдаланып, қорытынды жасау керек.
1-мысал.  
[image: image553.wmf]32
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 функциясы графигінің ойыс, дөңес аралықтарын анықтау және иілу нүктелерін табу керек.

Шешуі.  Екінші ретті туындыны табамыз:
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        Екінші түрлі сынақ нүктелерін анықтаймыз:
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  бұдан  
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екінші түрлі сынақ нүктесі.

        Табылған  
[image: image557.wmf]0
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  екінші түрлі сынақ нүктесі берілген функцияның анықталу облысын екі интервалға бөледі:  
[image: image558.wmf](
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         (*)-дан бірінші аралықта екінші ретті туындынының теріс, ал екінші аралықта оң болатынын көреміз. Бұдан, 
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 нүктесі функция графигінің иілу нүктесі болады. Қисық 
[image: image560.wmf](
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 аралығында дөңес және 
[image: image561.wmf](
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 аралығында ойыс болады. Функцияның графигі **-суретте берілген.
2-мысал.   
[image: image562.wmf]3
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 функциясы графигінің ойыс, дөңес аралықтарын анықтау және иілу нүктелерін табу керек.

Шешуі.  Екінші ретті туындыны табамыз:
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(**)-дан х аргументтің ешқандай мәнінде екінші ретті туынды нөлге айналмайды, ал 
[image: image564.wmf]2

x

=

 болғанда шексіздікке айналады. Бұдан, 
[image: image565.wmf]2
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 екінші түрлі сынақ нүктесі болады. Берілген функцияның анықталу облысы (барлық сан өсі) 
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 нүктесі арқылы екі аралыққа бөлінеді:  
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       Бірінші аралықта екінші ретті туынды оң, ал екіншіде теріс болады. Бұдан, 
[image: image568.wmf](
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 нүктесі функция графигінің иілу нүктесі болады.  Функцияның графигі бұл нүктенің сол жағында ойыс, ал оң жағында дөңес болады. Функцияның графигі 12-суретте берілген.

ӨЗІНДІК  ШЫҒАРУҒА  АРНАЛҒАН  ЕСЕПТЕР

Берілген қисықтардың ойыс, дөңес аралықтарын анықтау және иілу нүктелерін табу керек:
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Жауаптары:  1. 
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9. ФУНКЦИЯНЫ ЗЕРТТЕУ ЖӘНЕ ОНЫҢ ГРАФИГІН САЛУ
         Бір айнымалы 
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1. Функцияның анықталу облысын табу.

2. Функцияны үзіліссіздікке зерттеу. Функцияның үзіліс нүктелерін тауып, олардың тектерін анықтау.

3. Функцияны тақ, жұп, периодтылыққа зерттеу.

4. Функцияның экстремум нүктелерін және өсу, кему аралықтарын табу.
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6. Функция графигінің асимптоталарын табу.

7. Зерттеу нәтижелеріне сүйене отырып, функцияның графигін салу.

1-мысал.   
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  функциясын толық зерттеп, графигін салу керек.
Шешуі.   
1. Функция  
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  мәндерінен басқа х аргументінің кез келген мәнінде анықталған. Бұдан, функцияның анықталу облысы 
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 аралықтары болады.
2. Функция  
[image: image732.wmf]2,2

xx

=-=

 болғанда шексіз үзілісті. 
Бұдан:
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         Бұдан, берілген функция тақ екенін көрдік, олай болса, бұл функцияның графигі координата басына қарағанда симметриялы орналасқан.
4.  Стационар нүктелерді табамыз:


[image: image736.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

224

42

222

222

2323

342

12

.

444

xxx

xxx

xx

y

xxx

+-

--

-

¢

===

---

       (*)
Бұдан, үш стационар нүкте барын көреміз:
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         Сонымен бірге, 
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 сынақ нүктелері де болады. Бұл нүктелерді зерттеудің қажеті жоқ, себебі аргументтің бұл мәндерінде функция анықталмаған.
         Енді сынақ нүктелерінің аймақтарындағы функция туындысының таңбаларын зерттеп, нәтижені кесте түрінде жазайық:
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Сонда,
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Экстремум нүктелері:     
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5. Функция графигінің иілу нүктелерін және дөңес, ойыс аралықтарын анықтаймыз. Ол үшін екінші ретті туындыны табамыз.
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Бұдан, 
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 болғанда екінші ретті туынды 0-ге айналатынын және 
[image: image756.wmf]2,2

xx

=-=

 болғанда анықталмайтынын көреміз. Олай болса, 
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 нүктелері берілген функцияның 2-түрлі сынақ нүктелері, яғни функция графигінің иілуі болуы мүмкін нүктелер. Бұл нүктелер сан өсін келесі аралықтарға бөледі:
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        Осы табылған сынақ нүктелерінің аймақтарында екінші ретті туындының таңбаларын зерттеп, нәтижені кесте түрінде жазайық:
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6. Функция графигінің асимптоталарын анықтаймыз.
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         Бұдан,  
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 түзуі функция графигінің көлбеу асимптотасы болады. Функцияның графигі  15-суретте берілген.
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2-мысал.    
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  функциясын толық зерттеп, графигін салу керек.

Шешуі.   
1.  Функция х аргументінің барлық мәндерінде анықталған. Функцияның анықталу облысы – барлық сан өсі.
2.  Функция барлық жерде үзіліссіз, үзіліс нүктесі жоқ.

3.  Функция жұп та, тақ та емес.
4.  Функцияны экстремумға зерттейік:
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           (*)
          Бұдан, бірінші ретті туындының х-тің кез келген мәнінде теріс болатынын көреміз.  Ендеше, функция барлық жерде кемімелі және экстремум нүктелері жоқ.
5.  Функция графигінің иілу нүктелерін және дөңес, ойыс аралықтарын анықтаймыз. Ол үшін

      (*)-ны дифференциалдап, екінші ретті туындыны табамыз.
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         Бұдан, 
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 болғанда екінші ретті туынды 0-ге айналатынын және 
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 болғанда анықталмайтынын көреміз. Олай болса, 
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, 
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 нүктелері берілген функцияның 2-түрлі сынақ нүктелері, яғни функция графигінің иілуі болуы мүмкін нүктелер.       
         Осы табылған сынақ нүктелерінің аймақтарында екінші ретті туындының таңбаларын зерттеп, нәтижені кесте түрінде жазайық:
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6.  Функция графигінің асимптоталарын анықтаймыз.
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Бұдан, 
[image: image790.wmf]yx

=-

 түзуі функция графигінің көлбеу асимптотасы болады. Функцияның графигі  16-суретте берілген.
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3-мысал.   
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  функциясын толық зерттеп, графигін салу керек.

Шешуі.   
1.  Функцияның анықталу облысы    
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2.  Функция үзіліссіз, үзіліс нүктесі жоқ.

3.  Функция жұп та, тақ та емес.

4.  Екінші жеткілікті шартты қолданып, функцияны экстремумға зерттейміз.
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Екінші ретті туындының 
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 болғандағы мәнін есептейміз:
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        Табылған сынақ нүктесіндегі екінші ретті туынды оң болғандықтан, бұл нүктеде функцияның минимумы бар:
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        Сонымен,  
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минимум нүктесі болады.  
[image: image800.wmf]0

x

=

 сынақ нүктесін зерттемейміз, себебі бұл нүктеде функция анықталмаған.

5. Функцияның иілу нүктесін анықтаймыз:
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Бұл нүкте арқылы өткенде екінші ретті туынды өзінің таңбасын минустен плюске өзгертеді. Бұдан, 
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 функция графигінің иілу нүктесінің абсциссасы болады. Осы нүктенің ординатасын анықтайық:
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Сонымен, сол жақта, яғни 
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 аралығында қисық дөңес, ал нүктенің оң жағында – қисық ойыс.

6. Функция графигінің асимптоталары жоқ, себебі
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Функцияның графигі  17-суретте берілген.
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 Төмендегі функцияларды зерттеп, графигін салыңдар:
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Жауаптары:   1.  
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асимптота, иілу нүктелері 
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горизонталь асимптоталары;
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 иілу нүктесі жоқ; 
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көлбеу асимптоталары.

10.  Тестік тапсырмалар

  1. Егер y=f(x) функциясы [a,b] кесіндісінде үзіліссіз, (a,b) интервалында дифференциалданатын болса және кесіндінің шеттерінгі мәндері тең болса, демек f(a)=f(b), онда (a,b) интервалында нүктедегі туындысы нөлге тең, демек
[image: image834.wmf]/

()0.

fc

=

 болатын кем дегенде бір х=с нүктесі табылады.

      А) Лагранж теоремасы, 

      В) Лопиталь теоремасы, 

      С) Даламбер теоремасы, 

      D) Ролль теоремасы,        

      E) Коши теоремасы.

      **********

2. Егер y=f(x)  [a,b] кесіндісінде үзіліссіз, (a,b) интервалында дифференциалданатын болса, онда (a,b) интервалында   
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 теңдігі орындалатын кем дегенде бір х=с нүктесі табылады.
      А) Лагранж теоремасы, 

      В) Лопиталь теоремасы, 

      С) Даламбер теоремасы, 

      D) Ролль теоремасы,        

      E)  Коши теоремасы.

      **********

3. Егер  
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 функциялары [a,b] кесіндісінде үзіліссіз, (a,b) интервалында дифференциалданатын болса, онда (a,b) интервалында       
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            А) f(x )  -  тұрақты  функция
В)
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С) функцияның еңкіштігі болады

D) функция  өседі 

Е) функция  кемиді 
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47.  Егер  
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   айнымалы   х     нүкте  х0  - ден өткен кезде таңбасын    «-»  тан  «+» ке  өзгертетін болса, онда:
А) f(x)-  тұрақты  функция
В) функцияның еңкіштігі болады 
С) 
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D) f(x)-  өседі 

Е) f(x)-  кемиді 
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48. Егер  
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   айнымалы   х     нүкте  х0  - ден өткен кезде таңбасын өзгертпесе, онда:   

А) экстремум жоқ 

В) экстремум  бар 

С) х0 –  максимум нүктесі 
D) х0 –  иілу нүктесі
Е) х0 –   минимум  нүктесі
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49.  Қисық  х =х0  нүктесінде   жоғары  қарай қарай дөңес деп аталады,егер:     
А)  қисық осы  нүктедегі жанамадан  төмен  орналасқан болса    

В) х0 –  иілу нүктесі болса
С) х0 –   минимум нүктесі  және  f(x)-  өспелі 
D) функция  тұрақты болса
Е) 
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  таңбасын өзгертпейді 
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50.   Қисық  х =х0  нүктесінде ойыс деп аталады,егер:    

А)   қисық осы  нүктедегі жанамадан жоғары орналасқан болса    

В) х0 –  иілу нүктесі болса 
С) х0 –  максимум  нүктесі болса
D) f(x)-  тұрақты  функция болса 
Е) f(x)-  өсетін болса 
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51.  Егер   
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  болса, онда қисық …

А)  ойыс  болады

В)  өседі 

С)  кемиді 

D)  тұрақты 

Е)  өспейді 
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52.  Егер  
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 болса, онда қисық …

А) дөңес  болады 

В)  өседі   

С)  кемиді 

D)  тұрақты 

Е)  өспейді 
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53.  Иілу нүктесі  деп қай нүктені атаймыз?   
А)   өсу нүктесін 

В)   кему нүктесін

С)   дөңестік бағыты өзгеретін нүктесін  

D)  максимум   нүктесін

Е)   минимум    нүктесін
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54. Иілу нүктесі  болуының  қажетті  шарты  қайсы?     

А) 
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 немесе  болмайды 
В) 
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С) 
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D) функция  тұрақты  

Е) функция  төмен қарай дөңес  
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55. Иілу нүктесі  болуының жеткілікті шарты  қайсы?    

А) 
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 таңбасын өзгертеді 
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С) 
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D) функция  тұрақты 

Е) функция  төмен қарай дөңес  
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56. Егер  
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 нүктеде таңбасын өзгертетін болса, онда бұл нүкте:  

А)   максимум нүктесі 

В)  иілу нүктесі 

С)  минимум  нүктесі 

D)  жанама нүктесі 

Е)  дөңестік нүктесі 
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 функциясының кему аралығын тап:
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 функциясының өсу аралығын тап:

        
[image: image971.wmf]) (2;)  

) (6;)  

) (;)  

) (;3)  

) (3;)

A

B

C

D

E

+¥

+¥

-¥+¥

-¥

+¥


      *************

 59.   
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 функциясының өсу аралығын тап:
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 функциясының өсу аралығын тап:
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 функциясының өсу аралығын тап:

        
[image: image977.wmf]) (4;)  

) (;4)  

) (4;)  

) (;4)  

) (4;4)

A

B

C

D

E

+¥

-¥

-+¥

-¥-

-


        *************
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 функциясының өсу аралығын тап:
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