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BBenenue

Teopuss uucen — oaHa W3 JpeBHEWINIUX W HauOosiee (yHIaMEHTAJIbHBIX
oOjacTeld MaTeMaTUK{, 3aHUMAIOIIASCA W3YYEHHEM CBOMCTB M 3aKOHOMEpPHOCTEH
LEJIBIX Ynced. DTO y4yeOHO-METOAu4eCcKoe mocoOue MpeaHa3sHaueHo Uil CTYACHTOB
BY30B u koiemken, n3y4aroniux OCHOBBI TEOPHUN YMCEI, U OXBATHIBAET KIFOYEBBIC
TEMbI, HeOOXOJUMBIE 1JIs1 INTyOOKOTr0 IOHUMaHUs IpeaMeTa.

HayHeM ¢ 0CHOBOIIOJIAraroIero MOHATHS IEIUMOCTH YHCEIl, KOTOPOE SIBIISIETCS
OTIPABHOM TOYKOW Uil MHOTHMX JAJbHEHMIIMX KOHUEenuuii. Paccmorpum cBoMCTBa
JEIMMOCTH M HAyuyuMCSl OIpeNessTh, KOTJa OJAHO YMCIO JEIUTCS Ha Japyroe 0e3
ocTtarka. BaxkHOW 3a7a4eil B 3TOM KOHTEKCTE SIBJISIETCS HAXOXKIEHHE HauOOJIbLIErO
obmero nenutens (HOJ) nByx umcen. st aTroro Mel uzyunm Anroput™ EBknnna —
OJIMH U3 cTapedux u Hanbosee 3P(HEKTUBHBIX ANTOPUTMOB, UCIOJIb3YIOIIHUA METOT
MoCJaeI0BaTeIbHbBIX JeAeHUN 11 HaxoxaeHus HOJI.

[TpoaBurasicy nansie, Mbl 00cyauMm HauMmeHbluee obmiee kpatHoe (HOK) u
B3auMocBs3b Mexay HOJl u HOK, 4To mo3BoauT Ham Jiydile IOHUMAaTh CTPYKTYPY
CBOMCTBa uuncena. BaxkHoe MeCTO 3aHMMAaeT MOHATHUE B3aWMHO IPOCTBIX YHCEIL,
KOTOpbIE HE HUMEIOT OOIIMX JeNUTeNed, KpoMe EIUWHUIBl. OTH 4YHCia WIParoT
KJIFOUEBYIO POJIb B PA3JINYHBIX aCIIEKTaX TEOPUH YUCEN U UX IPUMEHEHUSX.

YucnoBble PyHKLINHU, TAKUE KaK YUCIIO HATYypaIbHBIX JAEIUTENEH Yuciia, CyMMa
BCEX HATYpaJbHBIX JEIUTENed uuciaa U QyHKuusa Diniepa Takxke OyAayT MOIpOOHO
paccMOTpeHbl. MBI HcclieyeM, Kak GyHKIUS Jiiepa BBIYUCISIET KOJIUYECTBO YUCET,
B3aMMHO MPOCTBIX C JaHHBIM YHUCJIOM, M HW3y4YHM €€ BAXXHBIE CBOWCTBA H
IIPUMEHEHUS. B 3TOM CBSI3M MBI TaKKe U3y4UM TeopeMsl Jiiiepa 1 depma, KOTOphIe
MPEACTABISIIOT TITyOOKHE HHCAUTBI B CTPYKTYPY U CBOMCTBA YHCET.

Eme opHON yBiEKaTelbHOW TEMOW SBISIOTCS KOHEUYHBbIE LEIMHBIE JIpo0H,
KOTOpBIE  TO3BOJSIFOT ~ INPEACTABIATH  JCHUCTBUTENIBHBIE  YHCIA B BHJE
MIOCJIEIOBATEIBHOCTH LENBIX YUCEN. DTOT METOJ UMEET HE TOJIBKO TEOPETUYECKYIO
LEHHOCTh, HO M MPAKTUYECKUE MPUIIOKEHUS B PA3IMYHBIX O0JIACTAX MATEMATUKHU U
KOMITBIOTEPHBIX HAYK.

Hama nenp — He TOJIBKO NepeaaTh OCHOBHBIE 3HAHMS U HaBBIKU, HO U Pa3BUTh
y CTYJEHTOB CIIOCOOHOCTH CaMOCTOSITEIbHOMY HCCJIEI0OBAHUIO U PEIICHUIO CIIOKHBIX
3aau B obsiactu Teopuu uncen. Kaxnprii pasznen mocoOust cHaOXKeH MpUMepamMu U
YOpPaXHEHUSIMH,  CIIOCOOCTBYIOIIEMY  YCBOGHHIO  MaTepualia W Pa3BUTHUIO
AHAJIMTUYECKOTO MBIIUICHHUS.

N3yyenue Teopun uymcen TpedyeT, KaK JIOTMYECKOTO MBIIUICHUS, TaKk |
TBOPYECKOTO MOAX0Aa. MBI HajeeMmcs, 4TO 3TO MOCOOME MOMOXKET BaM OCBOMTH
OCHOBHbIE TIOHSTHS M METOAbl TEOPUM 4YHUCEJ, BIOXHOBUT Ha JajibHeuIne
UCCIENOBAaHUSI W OTKPOET TMepel] BaMH  YAUBUTENbHBIA MHUP  YHCIOBBIX
3aKOHOMEPHOCTEH.



1. OTHOLIEHHE JEJIUMOCTH B KOJbIE Z
1.1 OTHOIEHHE N1eJTUMOCTH B KOJIbLE Z

B »ToM pasmene MBI pPacCMOTPUM CBOMCTBA OTHOIICHHUS JICTUMOCTH B
MHOeCTBE Z.
Onpenenenne. L{enoe unciao a AenuTcs Ha 1eI0e YUCIO D, eciu cyiiecTByeT Takoe
IIE€JIOE YNCIIO ¢, YTO a=Db-C.
Yucao a Ha3sIBaeTcs denumsvim, b — denumenem u c — uacmuoim.
Ecnm a nmemures Ha b, To mumyT a:b (a xpatao b).

OGpaTHBIM K OTHOIIEHMIO a:bh sABiIseTcs OTHOMIEHHE «b AenuT a», KOTopoe
oGo3Havator Tak: bja.

OTHOLIEHHE AEAMMOCTH a:b saBisgercs OuHapHBIM OTHOWIEHHEM B Z. OHO
o0JagaeT CIeAYIOINIMMHI CBOMCTBAMHU:

1) Ommuowenue denrumocmu pegnexcueHo, T.e. Js JII0OOTO a € Z UMeeM
a:a.

D10 cneayeT u3 Toro, uro a=a-1uleZ.

2) Omnowenue oenumocmu mpanzumueno, 1.€. u3 a:b u b:c cuenyer
a:c.

JleliCcTBUTENBHO, TaK Kak a:b u b:C, To cymecTByror Takue nensle uncna g u
t, yto a=b-q u b=c-t . Ho torma a=b-g=(c-t)-g=c-(t-q) . Tax xax
IPOU3BEJICHHE LIENBIX YUCEN — IIeI0e Yucio, To t -0 €Z | u mosTomy a:C .

3) Ecau a:b, mo (—a):b, a:(-b) u (-a):(-b), m.e. omunowenue
0eIUMOCIU COXPAHAACMCA NPU UMEHEHUU 3HAKOB 0eJIUMO20 U OeIUmeJlA.

B camom gene, ecm a:b, to a=b-q, rne qeZ, a torna —a=>b-(-q),
a=(-b)-(-q), —a=(-b)-q.

4)  Ecau a:c u bic,mo (a+Db):c.

B camom pere, Tak Kak a:c m b:c , TO CYIICCTBYIOT TAKHEC LCJIbIC YUuCjla ( U t
,uTo a=c-q u b=c-t. Ho torga a+b=cq+ct=c(q+t). Tak xak ¢ +t— menoe
YUCJIo, TO a+b JenurTcs Ha C .

TouHO Tak e JoKa3bIBaeTcs, 4o u3 a:C, b:c cremyer (a—b):c.

5 Ecau a:ic ubeZ,mo (ab):c.

B camom gere, Tak Kak a:C, TO cymectByer € Z Takoe, uro a=cq . Ho
torma ab=(cq)b=c(gb). Tak xkak gbeZ, to (ab):c.

Cneocmeue 1. Eciu @,:C,...,2 :C., TO IJIs TIOOBIX LEJBIX Lucen I,...,I, uMeeM
(ra, +...+ra):c.

Cneocmeue 2. Ecnu yucna a,,...,8,, b,,...0, densmcana ¢ u r,...r,, S,....S, -
yenvie yucaa, mous La, +...+ra =sb +...+s b +b_, credyem, umo b_,:C.

I[JISI JOKa3aTcJabCTBa AOCTATOYHO 3aMCTUTD, YTO
b.,=ra+..+ra —sb —...—s b

m-+ m
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Y BOCIIOJIb30BATHCS CACICTBUEM 1.

OTMeTHM, 4YTO YyTBEpXKACHUS, oOpaTHbie 4) U 5), JOKHBL: U3 OeaumMocmu
CYMMbL He eblmeKaem OelUMOCb Cla2aemvlX, a U3 OeiuMoCmu NPou38e0eHuss He
gblmexaem 0eUMOCHb COMHONCUMEIELL.

Hanpumep, 32+43=75 — nenutcs Ha 25, HO HM 35, HU 43 He nenuTcs Ha 25;
12-15=180 — neanrcs Ha 60, a 12, uu 15 He nemscs Ha 60.

6) Ecau a:c,a b ne denumca na ¢, mo a+b ne oerumca na c .

B camom pnene, eciu Obl (A+D):C, To u3 @:C BOIpEKH YCIOBHIO CIIENOBANIO
Obl, uTO U b:C.

7)  Hynaw denumcs na nroéoe wucio b .

B camom gnene, 0=Db-0. YactHoe ot menmenus Hyas Ha b mpu b =0 paBHO
HYJTIO.

8)  Jlwoboe uucno a dearumcs na 1.

B camom niene, a=1-a.

9)  Ecau a+#0, mo ne cympecmeyem makozo ¢, umo 0-q=a.

[Toatomy HuU oaHO uucio a#0 He aenutca Ha 0. C apyro CTOpPOHBI, s
mo6oro g€ Z umeem: 0-q=0. ITostomy gacTHOe 0:0 HE ONpeENENIEHO OTHOZHAYHO.
Kpatko roBopsi: denenue na Hy1b HE603MOM}CHO.

10) Ecau a:b, mo |a|=1b|.

B camom gene, a=b-0, u nostromy \a\ = ‘b‘ : \q\ > ‘b‘ :

Cneocmeue 1. Ecau l:a, mo auéo a=1, ruéo a=-1.

B camom gene, 1> \a , HO TIOCKOJIBKY & — IIeJI0€ YHMCJIO, OTIIMYHOE OT HYJIS, TO

‘a‘21. 3HaAUUT, a‘:l na==1.

Cneocmeue 2. Ecnu a:b u b:a, mo nuéo a=b, quéo a=-b.
B camom nene, u3 a:b cuegyer, uro |a|>|b|, a u3 bia, uro |b|>|d|. 3nauur,

\a\:\b\ ua=b,um a=-b.

1 Hpumep. Ipu Kakux menbix N (n3 +n*-3n+ 7)E(n ~2)

Pemenne. N°+N°=3n+7=n*+3n+3+

_3?3 +n—=3n+7 n-2
3 2 2
n —2n n+3n+3

, TaK KaK

3 —3n+7
3n' —6nm

_3n+7

3n—06

13

Orciona, 13:(N—2), spaunr n—2=+1; +13.

Ecmu n—2=1, o n=3,ecit N—2=-1, To n=1, ecntu n—2=13, To =15, ecinu
n—-2=-13, o n=-11.



Orser: {-11, 1 3; 15}.
2 Ipumep. Jlokas3ars, 4TO I JIIOOOTO HATYpPaIBHOrO YKMcia N HeIoe YuciIo
X=n°+17n—-12 nenutcs Ha 6 6Ge3 OCTATKA.

Pemienue. Bocrione3yemcs meroqoM mareMatuyeckod mHaykuuu. [lpm n=1
quCcio X = 6. 3HAUUT YTBEPXKICHUE BEpHO. [IPEMOI0KUM, YTO JTaAHHOE YTBEPKICHUE
BEPHO UTs JTI000T0 HAaTypanbHOTo 4rcia N <K . JIokaxxem, CIpaBeUIMBOCTh JTaHHOTO
yreepxaennst ipu N=k+1. Yneno X =(k +1)° +17(k +1)-12 =k* +3k* +
+3K+1+17k +17 -12=k® +17k =12+ 3k? + 3k +1+17 = (k* +17k —12)+ 3k (k +1)+18.
[lo mnpemnonoxenmo wuHaykiun K°+17k—12 penntcs wa 6. Ommo |3
MOCIIEAOBATEIbHBIX HATypalbHbIX uHcenl K , K+1 4eTHo, M MO3TOMY ciaraeMoe
3k(k+1) nmemmres ma 6. Tak Kak KakIOe ClaraeMoe B  BbIP@KEHHH

(k3 +17K —12)+ 3k(k +1)+18 nemurcs Ha 6, TO U Bes cyMMa aemuTes Ha 6. COrTacHo

MPUHIKAIY MaTEMaTHUYECKON WHIYKIHMH, YUCIO X = N’ +17n—12 nenutcs Ha 6 s
mr000r0 HaTypajbHOTO yncia N .

1.2 Jlesienue ¢ octaTkoM. Teopema 0 1ejieHUM C OCTATKOM

Onpeoenenue 2. Pazdenumv uenoe uucno a na wuenoe uucio b=0 ¢
OCMamKomM — 3MoO 3HAUUM HAUmMU 064 MAKUX ueavlx vucaa ( u ', umoowl

BbINOJIHUIIUCH YCilosUA:
a) a=bq+r,

8) 0<r<|p|.
Yucno q HA3bIBACTCA HENOJIHbIM YACMHbBIM, I - ocmamkom.

Teopema 1. Kaxoevt 6vt Hu oOviau uenoe uucio a u yenoe uucio b=0,
6ce20a 603MOINCHO, U NPUMOM EOUHCHEEHHbIM CROCOOOM, pazdeaums & na b c
OCMaAmKOM.

JlokaxkeM cCHadajia BO3MOYKHOCTD JICIICHUS C OCTaTKOM.

PaccmoTpum Bee citydan, KOTOpBIE 3/1€Ch MOTYT IIPEACTaBUTHCS.

1) a - moboe 1enoe uucno, b>0.

PaccMoTpuM MHOXKECTBO BCEX YHICEN, KPAaTHBIX D , W paloloXuM €ro B
MOPSIIKE BO3pACTaHUS:

b (-2),b-(-1),b-0,b-1,b-2,...

IIycth bg - mambosbiiee KpaTHOe umcio b, He mpesbimaromee a . Torma
a=bq, no a<b(q+1), re. bg<a<b(q+1), orkyna 0<a—-bg<b.

ITonoxus a8 —bq =1, moayunm:

a=bg+r,0<r+b.
2) a - nenoe uucio, b<0.



Tak kak b <0, To —b >0 u cornacHo cinydaro 1) genenne a Ha —b BO3MOXHO,
a 9TO O3HAayaeT CyLIecTBOBaHME Takux uuced  u I , yro a=(-b)q+r u
OSI’<‘—b ,uma a=b(=q)+r, OSr<‘b‘.

Bo03MO0XHOCTE JeIeHus ¢ OCTATKOM J0Ka3aHa.

Teneps M0KaKeM €TMHCTBEHHOCTb JICIICHHUS C OCTATKOM.

[Tyctp nenmenne a Ha b He EIMHCTBEHHO, T.€. NYCTh CYIIECTBYIOT JIBa
HEIOJIHBIX YaCTHBIX O, ¥ (, ¥ aBa ocTatka I, u I, Takue, 4To:

a=bg, +r, 0<r,<|o,
a=bq, +r,, 0<r, <|b|.
Torna
bq1 +r1 :qu +r2, 5051 b(ql _qz):rz _rl' (*)

Tak kak 0<r, <|b

n0<r, </
Ho B 3TOM citydae paBeHCTBO (*) BO3MOKHO JIUIIb TIPH YCIIOBHH:
r,—r=0,mwmr,=r,80Torga 9, — 4, =0, wmm ¢, =0,.

, TO ‘rz - r1‘<‘b‘.

Urak, ¢, =q,, I, =I,. ETMHCTBEHHOCTH JI0Ka3aHa.

3 Ilpumep. Paznenuts a) 353 va 17; 6) 353 va -17; B) -353 Ha 17; -353 na -17.

Pemenue. a) 353=17-20+13;
0) Tak kak 353=17-20+13, To 353=(-17)-(-20)+13;
B) JIeJIUM 3a/IaHHbIE Yucia o Moaysto. [lomyyaem, 4To npu eNEHUN YaCTHOE PABHO
20, a ocrarok 13. bepem npotuBomnomnoxuoe 20, 310 -20. HeoOxoaumo oTHATH 1.
-20-1=-21.
YT00BI BEIYUCIUTH OCTATOK BOCIIOJB3yeMcsl (DOPMYIIOM
r=a-—bgq=-353-17-(-21)=-353+357=4.
Ortet: —353=17-(-21) +4.

T') JCIUM 3aJaHHBIC YHCIIa 0 MOIyI0. [Tomydaem, 4To mpu IeeHNH YacTHOE PaBHO
20, a ocrarok 13. bepeMm npotuBomnonoxuoe 20, ato -20. Heo6xonumo npubaButs 1.
-20+1=-19

YT0OBI BEIYUCIUTH OCTATOK BOCIIOJB3yeMcs (DOPMYIIOM

r=a—-hq=-353-(-17)-21=-353+357 =4,

KonTposabHbIe BONPOCHI:

1. Yro 03Ha4aeT BBICKA3BIBAHKUE «IIEJIOE YUCIIO @ ACIIATCA Ha LEJI0€ YHCIIO
b »? HctuaHo nu oHo, ecau a=275, b=1? A ecmm b=275, a=17?
CdopmynupyiiTe OTpUIIaHUE ITOTO BHICKA3bIBAHUS.

2. OxapakTepu3yiTe MHOKECTBO LEIBIX YUCEN b Takux, uyTo a:b, rae a -
(UKCUPOBAHHOE YKCIIO.
3. Kakum ycnoBusiM JODKEH YIOBIETBOPSTH OCTATOK OT JCJICHUs a Ha b ?

Moxet nu nipu genenun Ha (-142) momyuuthes octatok 1877 A ocratok (-45)?7 A
OCTaToK 567
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4, JlokaxuTe, 94TO a) W3 TPEX NOCICAOBATEIHHBIX HATYPAIBHBIX YHUCEN
OJIHO JienuTCs Ha 3; 0) M3 JBYX IMOCJICAOBATEIbHBIX YETHBIX YMCEI OAHO JCIHUTCS Ha
4; B) M3 IIATH TIOCIICIOBATEIBHBIX HATYPAIbHBIX YUCEN OJHO JCIUTCS Ha 5.

5. [Mycts a=-173, b=15. Ykaxwure Takoe I', uto 0<r < ‘b‘ u (a-r):b.

6. Vkaxkute yacTHOE U ocTaTtok otT jaeiennsa 7 Ha 10, 150 ma 17, -1023 nHa -
29, -517 na 31, 623 na -19.

anamnemm AJISA CAMOCTOSITCJIbHOIO PCIICHUS .

JlokaxxuTe, 4TO JIJIs1 JIFOOOro HaTypajibHOro N :

1) 5" —1 nenmutcs Ha 24;

2) 4" +6n—1 nemurcs Ha 9;
3) 10*" -1 nenwntcs Ha 3°;
4) 3" +5 ne nenurcs Ha 8.

5) Hoxaxurte. UTo mpousBeleHHE TIOOBIX TPEX MOCIEIOBATEIbHBIX IIEIBIX YHCEIN
JENnTCS Ha 6.

JlokaxkuTe, 94TO IS TF000ro meiaoro N :

6) n°—n nemurcs Ha 3;
7) n° —n genurcs Ha 5;
8) n" —n nenurcs Ha 7;
9) n(n?+5) nemurcs Ha 6;
10) n° —n memures Ha 30.

3

3
11) IMokaxwute, uro eciau ueioe uuciao N He gemurcs Ha 7, To N°—1 wmm n° +1

JIeJIUTCS Ha 7.

HaiiTi HemoHOe YacTHOE (] M OCTATOK I OT JejicHHs a Ha b:

12) a = 5650, b = 19; 13) a = 8715, b = 53;
14) a = 7918, b = 85; 15) a = 3618, b = 45;
16) a = 2977, b = 49; 17) a = 9364, b = 105;
18) a = 6943, b = 151; 19) a = 4261, b = 83;
20) a=5763, b = 79; 21) a = 8391, b = 98:
22) a = 3461, b = 172; 23)a = 7144, b = 87;
24) a = 1375, b = 48; 25) a = 5977, b = 187;
26) a = 2614, b = 67; 27)a = 3591, b = 88;
28) a =-7618, b = 75; 29) a = -4619, b = 55;
30) a = -4122, b = 43; 31) a = -2477, b = 48;
32) a=-8777, b = 66; 33) a=-4888, b = 79;
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34) a = -6555, b = 44; 35)a=-9411, b = 53;

36) a = -2657, b = 49; 37)a=-5742,b =97,
38) a=4125, b =-64; 39) a=6218, b =-93;
40) a = 3259, b = -47; 41) a = 3618, b =-33;
42)a=23697, b =-77; 43) a=5143, b =-64;
44)a=1394, b =-92; 45) a = 2217, b = -65;
46) a = 3782, b = -35; 47) a = 6555, b = -88;
48) a =-9455, b = -161; 49) a =-2578, b =-94;
50) a =-5454, b = -76; 51) a =-3257, b = -68;
52) a =-1475, b = -86; 53) a =-9573, b = -98;
54) a=-9512, b = -289; 55) a =-6124, b = -354;
56) a =-2351, b = -154; 57) a=-6357, b = -264;
58) a =-6573, b = -653; 59) a =-3611, b =-128;

60) a = -4155, b = -344,

Haiitu Hanbobliiee 4uCiio @, Il KOTOPOTo HEMOJHOE YaCTHOE OT JCJICHHUS Ha YUCIIO
b paBHoO (:

61) b =93, q = 65; 62) b =101, g = 82;
63) b =73,q=42; 64) b =108, 9 =73;
65) b =176, g = 38; 66) b =119, g = 58;
67) b =192, g = 36; 68) b = 128, g = 54;
69) b = 135, q = 46; 70) b =67, q = 36;

71) b =129, q = 49; 72) b =135, q = 46;
73) b =245, q = 21; 74) b = 115, g = 14;
75) b =131, q =18; 76) b=109,9=72;
77) b =99, q = 64, 78) b =147, g = 41;
79) b =87,q=57, 80) b =97,q=74;

[Ipu genmeHuu HEIOro 4YmWcliIa @ Ha HaTypajdbHOE YMCIO D momydeHsl HemoiHOe
4acTHOE (] ¥ OCTaToK I'. HailTh HauMeHbIIee U3 BO3MOXKHBIX 3HAYEHHUH 11 A

81)q=261,r=23; 82)q=62,r =41,
83) q =53, r =47, 84) q =43, r =58;
85) q =108, r =23; 86) q=37,r =63,
87)q =49, r =51, 88) q = 141, r = 16;
89)q=122,r =17; 90)q=173,r=12;
91)q =78, r =37, 92) q=83,r =34,
93)q=221,r=33; 94) q =243, r = 29;
95) q=87,r=31; 96) q=67,r =53;
97)q =91, r=57, 98) q =97, r = 44;
99)q =79, r =64, 100) q =55, r = 61;
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Haiitn HauMeHbIIlee HATypalbHOE YHCII0 D, I KOTOPOrO OCTATOK OT JEICHHUS YnCia
aHab pasen r:

101) a=201, r = 11; 102) a=193,r =5;

103) a=307,r = 17; 104) a =469, r = 19;
105) a =500, r = 20; 106) a = 156, r = 18;
107) a=144,r = 6; 108) a = 155, r = 61;
109)a=155r=7,; 110) a =244, r = 10;
111)a=411,r = 12; 112) a = 356, r = 14;
113) a = 306, r = 16; 114) a =185, r = 29;
115) a =261, r = 27, 116) a =227, r = 23;
117) a =241, r = 16; 118) a =139, r = 15;
119) a =204, r = 18; 120) a =426, r = 12;

[Ipu neneHuM 4Yncja @ Ha HATYPaabHOE YUCIIO D MOJydYeHBbI HEMOJIHOE YaCTHOE ( W
octatok . Haiit Han0Oosbiliee U3 BO3MOXKHBIX 3HAYCHHUH ISl I 1 COOTBETCTBYIOIIIEE
3HaueHue b:

121)a=7798, q = 31; 122) a = 9050, q = 30;
123) a=6178, q = 34; 124)a=979,q9 = 17;

125) a = 8109, q = 54; 126) a = 6326, g = 63;
127) a =5452, g = 53; 128) a = 5907, g = 67;
129) a =5234, g = 61; 130) a =4277,q = 61;
131) a = 4585, q = 44; 132) a = 6038, g = 67;
133) a =5927, g = 75; 134) a = 4894, q = 58;
135) a =6375, g = 61; 136) a = 3849, q = 49;
137) a = 6188, q = 55; 138) a = 3901, q = 60;
139) a=5181,q=70; 140) a = 4421, q = 65;

2 HOJ. Aaroputm Esknuna. HOK

2.1 HOJ

Onpenenenue 3. Beskoe menoe uncio o # 0, aensiinee 0OJJHOBPEMEHHO IIeJIbIe
a, ..., @, HaJl OOIIMM JCIUTEJIEM ITUX YHCEIL.

Onpenenenue 4. OOuuid nenutens d neasix yucen a, , ... , @, HA3BIBACTCS

HauOOJILIINM OOIINM JIEIUTENEM, €CJIH OH AEJIUTCS Ha BCIKUM OOINNI JEIUTENDb DTHX
YyHcel, T. €.
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Hpennoxenne. HOJI uucen qa,, ... , a, OnpeaeneH 0JHO3HAYHO C TOYHOCTHIO
1o 3Haka (t.e. ecnmu d — HOJ{ uucen q,, ..., a,, 10— d —Toxxe HOJI aTux uucen).
JlokazaTenscTBo: mycth d,, d,- HOJI wucen a,, ..., a, =" d,: d,u d,:d, (T. .
HO/I fenutcs Ha V 0OLIMiA AenuTens 3TUX uncen) = d,= d, wumm d,=-d,.

B manbHEHIIEM YCIIOBUMCS pacCMAaTPUBATh TOJNBKO IOJIOKUATEILHBIE 3HAUCHHS
HO/I u o603navate d = (q,, ..., 4a,).

s vaxoxnenns HOJI cymecTByeT anroputM, KOTOpblil Obul gaH EBKAMAOM.
OnucaB cnoco6 HaxoxaeHuss HOJl, Mbl TO0Ka3pIiBa€M TE€M CaMbIM CYLIECTBOBAHHE
HOM.

Anroput™m EBkinia 6asupyercs Ha CIAEAYIOIIUX JeMMax:

Jlemma 1. Ecm a: b, o (a,b) =b
JokazarenbcTBO: 1) % u % = b - 00mmit nenurens au b.

2) myCTh ¢ - OOIIUi JeTuTeb au b.
o S = S =" (aD)=h,
Jlemma 2. Eciiu a=bq+r,t0 (a,b) =(b, r)r=0
JlokazarenscTBO: mycTh (a,b) = d, rorma
1) u3 % u Cy r=a-bg ="

2) % H% - %, o - o0l nenurens au b =
= 90 = d=(b,r).
(a,b) = (b, r).

2.2 Anroputm EBrinaa

Ilycte au b- momoxkurensHbple uyucna, a>h>0. Paznenum ana b, mo Teopeme o
JeJIeHUH ¢ ocTaTkoM: a=hbg,+r, O<r, <b.
1. r,=0,1.e. a:b="" d=b.
2°. r,# 0, TO MOJy4aeMm psii paBEHCTB:
b=rq,+r,; 0<r,<r (ecau r,=0, To nmpolecc 3aKaHYUBAETCSA).
n=rq,*h 0<r<r,
—————————————————————— (1)
r,=r,0,,+" o<r,<r,,
F1=Th dy
[Ipouiecc 3akaHuMBaeTcs, Koraa Ml rnoixydyaem r,,; =0.

[Tocnennee HeW30CXKHO, T. K. OCTaTKH, IIOJIy4aeMble B TIpOIECcCE JICJICHUS
HEOTPHUIIATEIILHBI U YOBIBAIOT; CJICIOBATEIHHO, HA KAKOM-TO IIare MOJy4YuM JCICHHE
0e3 ocrarka.

BcnnyneMMH2:(a, b):(b,rl):(rl,rz):---:(rnfl,rn)z M.
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Bosox: (A b ) IByX 4HCENl paBeH IOCIIeHEMY HEpaBHOMY HYJIIO OCTAaTKy B
nporecce anroputma EBkimaa.

IIpumep. Haiitu (185, 55) = 5.
3agaua orbickanuss HOJ[ xoHedyHOro MHOKecTBa umcen @y , ... , A, cBoguTcsa K
HaxoxaeHuto HOJI nns nByx yucen.

Teopema 1. Eciu (94, &,)= dz;(dg, ds)= dg, ,(dn-1, a,)= dn,TO

(4,..,4a,)= d,. (loka3aTth cCaMOCTOSITEIIBHO).

Ceoiicta HO/JI.

1°. Iycts k=0, keZ,
(ak, bk)=(a, b) k
[Ipumennm anroputm EBknuaa
ak = bk g+ r k
bk =r kg, + rKk
ro,k=r_kdq,+rk
rok=rkq,
= (ak, bk)=r,k=(a, b) k.
(a,b)

2°. ITycte 6 - mo0oi oOmui nenurens am b, (%; %)= 5

a b a b

3. Eciu d - HanGombIinnii oOIIuii AeTUTeNb Yncel a u b, TO CYIIeCTBYET TaKue IieIIbie
yucaa X ¥ Y, uro ax+by=d.

PaBenctBo ax+by=d Ha3pIBacTCs MpeACTaBICHHE HAKOOJBIIETO OOIIEro JACIUTES B
BHUJI€ JIMHEWHON KOMOWHALIMY YKcel a U b.

IIpumep. Haiitu nuHeliHoe mpeacTaBieHUE HaMOOJBIIEr0 OOIIEro AeIUTENs
gucen 90 u 35.

Pemenne. [Ipumenss anroput™ EBkinnaa k yncinam 90 u 35, nmonyyaem:

90=35-2+20
35=20-1+15
20=15-1+5
15=5-3

[Tocnennuii, OTIWYHBINA OT HYJS OCTAaTOK paBeH S5, mo3atomy (90,35) = 5. 3ametum,
4yTO B crily nepBoro paBeHctBa 20=90-35-2. [ToacTaBisis 3TO 3Ha4YE€HHE B PABEHCTBO
15=35-20-1, monyuaem: 15=35-(90-35-2)=35-3-90. Hakowneri, B paBerctBe 5=20-15-1
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3ameHuM 20 Ha 90-35-2, a 15 ma 35:3-90 m nNoaydyuM HMCKOMOE JIMHEHHOE
IpeCTaBJICHHUE:

5=90-35-2-(35-3-90) = 90-2-35-5=2-90 + (-5)-35.

3nece X=2muy=-5.

Teopema, aHamoruuHas Teopeme 1, BepHa ¥ I HAWOOJBIIErO OOIINEro JCIUTENs
HECKOJIBKUX IENBIX gucelr: eciau d=(ay,8,,8;,...,@, ), TO HalayTCs TaKue IeIIbIe YUCIIa

X Xoyeoy Xy ,9T0 d =X + 8%, +..+8,X,.
Ipumep: Haiitu HO/I ¢ nomometo anroputma EBkinaa uncen 549, 387.
549|387
38711
387|162
3242
16263
13612

Penienue:

36
27
ER
273
0
549 =387-1+162
387 =162-2+63
162 =63-2+26
387 =162-2+63
162 = 63-2+36
63 =36-1+27
36 =27-1+9
27=9-3
[Tocnennuii, OT HyJIsI OCTATOK paBeH 9, cnenoBarenbHo, (549, 387) =9.

KoHTpoJibHBIE BONIPOCHI:

1.Yto Ha3wiBaeTcs HanbobimmM obmmmm aenutenem (HOJ) ayx uucen?

2.Kak HaifT HanOOIbIINK OOIINN AEIUTETh ABYX YHCEN?

3.KakoBsl ocHOBHEIE cBoiicTBa HO/[?

4.ITouemy mpollecC TMOCIEIO0BATEIBHOIO JejeHus B anroputMe EBkimaa
KOHEYEH?

5.Kak nonumats, yto HOJI nByX uncen sBJISIETCS UX JIMHEHHON KOMOUHAIEH?

6.Kak HaiiTu HauOoNbIIMI 00K JeTuTeh 00Jiee IBYX YUCEN?
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7.Ha xakux JieMMax OCHOBBIBaeTCs anroputm EBkiuna?
YipaxHeHus sl CAMOCTOATEIbHOI0 pelIeHus :

Haitqure HO/I cnenyrommux yucen:

1) 72, 108; 2) 360, 1060:

3) 655, 755; 4) 1235, 4568;

5) 1521, 3621, 9243; 6) 4853, 9073, 8651, 1477;

7) 5459, 721, 2369, 824 8) 1681, 3690, 1189, 697;

9) 14266, 466, 954, 354: 10) 2705, 555, 6345, 125;

11) 1691, 4009, 3629; 12) 722, 958, 12456, 558;

13) 654, 7612, 4879, 555; 14) 9847, 24961, 18091, 16717;
15) 5643, 49761, 8721, 11799, 15903;  16) 561, 935, 2057, 3179

17) 5746, 6630, 11934, 10166: 18) 22351, 28119, 33887;

Cokpatute Apoowu:

636 283

21) 699 22)1265_
1245° 3565

23)__4568_ 24) 6548

8723 10256

25)12458_ 26)__4678_
13568 6342

27) 7533 28) 33665
9511’ 35489

29) 1971 20) 2003
25623 14021’

31)1343_ 32) 1554
7937’ 147895

33) 852 ; 34)-555;
789124 819

35) 8532 36)__4062_
16116 4739

37) 6426 38) 63047
8694 72457 '

[Tonb3ysice anroputMoMm EBkimpa, Haiiautre XOoTs OBl OAHO IEJNOE pELICHHUE
YpaBHEHMUS:
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39) 26x+91y =11,
41) 73x+85y="7;
43) 311x-28y =2;
45) 143x+169y =5;
47) 53x+47y =11;
49) 26x+34y =13;
51) 43x+37y =21,
53) 12x—-7y =29;
55) 15x +16y =1;

57) 143x + 262y =1;
59) 18x+17y=2;
61) 285x +399y =57;
63) 344x - 215y =43;
65) 215x +86y =43;
67) 25x +16y =1;
69) 57x—45y =3;

40) 33x+51y =21;
42) 44X +187y =22 ;
44) 253x—-449y =3;
46) 60x—-91y=2;
48) 17x—25y =117;
50) 258x—-172y =56
52) /Xx—-19y =23;
54) 4x-14y =7;

56) 15x + 25y =5;
58) 134x +156y =2;
60) 169x 182y =13
62) 153x +408y =51;
64) 25x+35y="7;
66) 17x+12y =1;
68) 55x + 25y =5;
70) 150x +45y =15;

3 B3anMHO npocThie YHUCIa U UX OCHOBHbIE CBOMCTBA

Onpenenenne 1. Ecm ( ,8,,8;,...,8, )=1, T0 &,8,,8;,...,8, Ha3bIBAIOTCS
B3aMMHO TIPOCTHIMH.

Hanpumep, uucna (15, 77)=1, a uucna 15 u 75 He SABISIOTCS B3aUMHO
MPOCTBIMU, Tak Kak (15,75)=15.

CBoiicTBa B3aUMHO NIPOCTHIX YHCE

1. Jns toro 4yToObI 4Yncia & ¥ D ObUTM B3aMMHO MPOCTHIMU, HEOOXOIUMO H
JI0CTAaTOYHO, YTOOBI CYIIECTBOBAIM TaKUE IIeJIbIe Yncia X U Y, uro ax+by=1.

CuencrBue. Eciu uncia a u b B3anmuo npoctst u @:8,,0:0,; 1o uncna a, u b,

B3aMMHO ITPOCTHI.
2. YactHble oT AeneHus yncen a u b va (a,b) B3aumHO pocThI.
3. Eciu nmpousBenenune AByxX dnces a-b aenuTest Ha ¢ ¥ a B3aMMHO IPOCTO C ¢, TO
b nenutcs Ha c.
4. Ecnu unciaa @ u b B3aMMHO MPOCTBI, TO YHCJIO ¢ AEIUTCS Ha a-b Torma u
TOJILKO TOT/Ia, KOTJa ¢ ACTUTCS Ha @ ¥ Ha b.
5. Ecnu nBa ymcna @ U b B3aMMHO mpoCTBI ¢ TPETHUM YHUCIOM ¢, TO M HX
MPOMU3BECHNE B3aUMHO TIPOCTO C C.
CnencrBue. Eciiu yncia @ u b B3auMHO MPOCTHI, TO JII0ObIe UX HATypajbHbIC
CTEMEHU — B3aUMHO TPOCThIC YKCIIA.
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Ha ocHOBaHuM 3TOr0 CIEACTBUS MOXKHO YTBEPXKAAaTh, YTO HUKAKas HATypaJbHAs
CTENEHb HECOKPATUMOUN ApoOM, 3HAMEHATENh KOTOPOWU OTJIMYEH OT HYJIS, HE MOXET
OBITH COKPATUMOM IpOOBIO M, B YaCTHOCTH, HATYPAIbHBIM YUCIIOM.

[locnennee o3HayaeT, 4TO KOpPEHb N-ii CTENEHUW W3 HATYPAIbHOIO YHUCIA HE
MO>KET PaBHATHCS HECOKPATUMOMU JPOOH.

3ameuanue. M3 toro, uro (8;,@,,8;,...,&,)=1, eme HEe CleAyeT, 4TO M YHUCIA,
oOpasyrolye HEKOTOpoe IOJMHOXKECTBO MHOXecTBa A={a,a,,..,a,} , B3aUMHO

MPOCTBHI.
Onpenenenne 2. Ecnu mrobas mapa 4YuCeNl, COCTAaBIEHHAss U3 4HMCEN
a,,a,,d;,...,8, , B3aUMHO IIpOCTa, TO 4HciIa &,3,,3;,...,8, HA3BIBAIOT IIOIIAPHO

B3aMMHO MPOCTHIMH.
Hanpuwmep, uucna 715, 96, 119 nonapHo B3auMHO mpocCThl, Tak Kak (715,96) =
(715,119) = (96,119) = 1.

KoHTposbHBIE BONIPOCHI:

1.Kakue yncna Ha3bIBatOTCA B3aMMHO MPOCTHIMUA?

2.KakoBo yciioBUE B3aMHOM IPOCTOTHI ABYX yuceln a u b?

3.Ilepeunicnure CBOMCTBA B3aMMHO MPOCTBIX YHUCEN.

4. Kakass pa3HuULa MEXIY MOHITHSIMHU: «B3aMMHO MPOCTBIE YHUCIA» M «IIOMApHO
B3aMMHO IPOCTBIE YHUCIIa»?

5.Kakoe W3 MOHATUH «B3aUMHO IPOCTHIE YHCIA» U «IIONAPHO MPOCTBIE YHUCIIA»
ABJISIFOTCS CEACTBUEM JIpyroro? B kakoM ciydae 3TH J1Ba MOHATHS COBIIAJA0T?
6.Ins1 Toro, uroOnl nmemutens d uymcenmr @ M b ObUI MX HAHMOOJBIIMM OOIIKMM

ab
JEIUTENEM, HEOOXOAUMO U JOCTATOYHO, YTOOBI (H , E)zl. Jlokaxxure.

7.JoxaxuTte, 4To anrebpanyeckas CyMMa HECOKPATHMBIX IpoOel, 3HaMeHaTeln
KOTOPBIX MOTMAPHO MPOCTHI, HE MOKET OBITH 1ETBIM YHUCIIOM.

yl’[pa)KHeHI/Iﬂ AJId CAMOCTOATECIBHOI'O PCIICHUSA.

JlokaxuTe, 4TO MpH JFOOOM HATypaJIbHOM N:

1) n® —n? nenurcs Ha 60;
2) n"—n° neantes Ha 120;
3) 10" +5 penutcs Ha 15;
4) 7°" —1 nenurcs Ha 18;

5) Haiigute cpenu uncen 9, 14, 15 u 27 Tpu napbl B3aMMHO MPOCTBIX YHUCET.

6
6) dokaxwure, uro N° +17 gemurcst Ha 9, ecaM N — IEJIO€ YUCITIO, B3AMMHO IIPOCTOE C
9.
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7) Jokaxwure, 4TO HaTypaigbHble yuciaa 4n+3, 2n+2 u 2n +1 MomapHO B3aHMMHO
HPOCTHI.

8) dokaxwure, uto N* —1 nemurcs Ha 24, eclu N — LET0€ YUCIIO, B3aHMHO MPOCTOE C
6.

9) Jokaxure, yTto HaTypaibHble uucia 4n—-1, n um 2n-1 momapHO B3aMMHO
IPOCTBL.

10) Halinure HaTypasibHbIC Yrcia & u b, Takue 49To:

a) a+b=75 u [a,b]=90;
6) a—b=18 u [a,b]=165;
B) a> —b’ =64 y [a,b]=30;
r) a®+h?=13 u [a,b]=6;
11) JokakuTe, uto mpu 10G0M HaTypansHoM N mponssexerue N(N +1)n +2)n +3)

enuTcs Ha 24;
12) Jlokaxkute, 4TO MPH J1I0O0M HATYypaIbHOM N |
a) nz(n2 —1) nenures Ha 12;
6) 30" +5* —4*" —1 nenurcs Ha 58;
B) N° —5n° +4n nemantes Ha 120;
r) n(n4 —125n% + 4) nenutcs Ha 60;
13) JlokaxuTe, 9TO IpH JTIOOBIX HENbIX a 1 b gucio ab(a4 - b4) nenurcs Ha 30;
7a® 3a® a
14) JloxaxxuTe, YTO YHCIIO ? + 7 + E ABJISIETCA 1EIBIM TpPU  JIFOOOM
HaTypaJbHOM d.
15) lokaxkure, 41O (n7 -n’ +1,30):1 pu JIT0O0OM HaTypajbLHOM N .

4 Haumenbiee o0mee kpatuoe. Croiicrea HOK

Onpeneaenue S. Ilenoe yucno M # 0 HaszsiBaercs OK uucen 44, ..., a,, eciu

OHO JECIHUTCS HA V U3 JAHHBIX YHCEII.
Cpenu coBokynHoctu OK wuyucen ocoOyioo posib HUrpaer OJHO YHUCIIO,
Ha3biBaecMoe HOK.

Onpeneaenue 6. Llenoe uncio m HaszwsiBaercss HOK uucen 4y, ..., a,, eciu

a a
D Yo Y= M=K, )

2) v OK stux uncen : M, r.e. a%ﬂ, a%/l, s a%/l = M:m (%)-

Bo3nukaer Bompoc o pamuoHanbHOM criocoOe Haxoxaenus HOK. Ogun u3
MPaKTUYECKUX CIOCOOOB — MCIOIb30BAHUE TEOPEMBI, KOTOPasi YCTAaHABIUBAET CBS3b
HOK n HO/IL.

Teopema 1. HOK nByx umncen paBHO ux mpousBeneHue, neneHHoe Ha HOJL
ATUX YHCEL.
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a-b
(a,b)
JlokazarensctBo: nycth M =OK (a,b) = M —ak,keZ.

ak
M — KpaTHO U bjFEZ

[a,b] =

Iycts (a,b)=d = a=ad, b=bd

ak adk ak 3 b
«_ =22 ¢z, (a,b)=1=% k:ib, k=bt=—t, teZ
b bd b, o2 @)= b T g’ MerEe=

= M=—1t.
d

ab
HOK nonmy4ynm npu t=1. M= i M =mt.

CaencrBue 1. JlroOble 1Ba OTIMYHBIE OT HYJS LEJble 4YHUCIa HUMEIOT
HavMEHbIIIee 0011ee KpaTHOE.

CnencrBue 2. Haumenspinee oOmiee kpaTtHoe nByX umcen a u b (a=0,b=0)
ABJIIETCS HAMMEHBILNM 0 BETMYMHE MOJIOKUTEIBHBIM OOIIMM KPAaTHBIM 3TUX YHCEIL.

CeoiictBa HOK

CaoiictBo 1. Eciu xaxxmgoe u3 uncen a u b yMHOXHTB Ha OJHO M TO K€ YHCIIO

k # 0, 1o ux HOK YMHOKUTCS Ha k.

CpoiictBo 2. Ecin a:Ku b:k,mo [E E} [a b] k.

Teopema 2. Ecnu [&,,....a,, |=u u [p,a,]=m, mo [a,,...a,]=m
Teopema 3. Ecnn

(a8, ]=my,[my,a]=m,,., [M, 5.8, ]=M, .m0 [a, 0, ] = m,
Teopema 4. HOK nomapHo B3auMHO IPOCTBIX 4uCeN &,8,,85,...,8;, paBHO UX

MIPOU3BECHUIO.
BbIBOJ: COBOKYNMHOCTH OOIIMX KPATHBIX JBYX UHCEJ COBMAJacT C

COBOKYITHOCTBIO KPpATHBIX UX O6H.ICI"O HanMMCHBIICTO KPAaTHOTIO.

KoHTpoJibHBIE BONIPOCHI:

1. Kakoe uucio Ha3bpIBaeTCs OOIIMM KPaTHBIM JAHHBIX YUCEN?
2. UTo Ha3bIBAeTCA HAUMEHBIIIUM OOIIIUM KPATHBIM JABYX YUCEN?

3. Uemy paBao HOK nByx uuncen?
4. HOK nByx uncen a u b paBHO UX MPOM3BEACHHUIO TOT/Ia M TOJIBKO TOT/Ia, KOTJa a

b B3aumHO npocThl. JJokaxwure.
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5. Jlokaxxute, 4TO JIBE€ MOJIOKUTEIbHBIE HECOKPATUMBIE APOOU PaBHbBI TOT/IA U TOJBKO
TOT1a, PAaBHBI COOTBETCTBEHHO MX YUCIUTEIU U 3HAMEHATEIH.
6. Kakas dopmyna ceazsiBacT HOK u HO/I aByx umncen?

anamnelmﬂ AJIA CAMOCTOATECIBHOI'O PEIICHUA?

[IpuBenuTe ApodU K HAUMEHbIIIEMY OOIIEMY 3HAMEHATEIO U HAUJUTE UX CYMMY:

L1 14,

120100323’
1 7 17

1223'1565 1440’
5 13

296 ' 2100

4) L,_ﬂ,
1625" 29808
1 1 1

5) _ 9 | 9 ;

122" 1565 1333
17 1

6) —,———;
1688° 2808

7 1 7 13

8)

1)

2)
3)

12241500 1142’
1 3 13,

210'100'294 "’
5 13 1,

29739677’
1 3 5
1224200 1625’
23 13 41

3690'12348'81’
1200 9 1

3690 '10002 1331’
3267 6048 21

65219 '9072'83"’

540 1224 2002

546°'1352 1980 '
819 2 1
1690789 '1973 "’
6 417 48

045'1971'1949

9)

10)

12)

14)
15)
16)

PemuTh B HaTypanbHBIX YMCIIAX CIACAYIONIYIO CUCTEMY YPABHEHUI:
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11
g7y Y =100, 18) §:7’
(x,y): 30;
(x,)=45
°
9
(x,7)=20; (x,7)=28

=
(o]
—
—— — r—/gx —
Il
o
AN
o
o
N
o
N
< | =
Il

— r—J\—\g‘\ —
Il
N
(@))
DS
o
o

x_9
25) 1y 11 26)
(x,7)=200 by ]=1320;
(x 5
x_5 —864,
o7y 3 2g) 4TV
(x,7)=70; (v.7)=72,

5 [IpocTele uncia

Besikoe nienoe uncno, 6onplie 1, nMeeT He MeHee 2-X JeaATelIel, UMEeHHO | u
camo ce04.

Onpenenenue 1. HarypanbHoe uucino p>1 Ha3piBaeTCs MPOCTBHIM, €CII P HE
MMEET HaTypaJIbHBIX JCIUTENCH, OTIUYHBIX OT 1 U p.

Onpenenenue 2. HarypansHoe unciio N>1 Ha3bIBaeTCs COCTABHBIM, €CIU N
MMEET, NI0 KpailHel Mepe, OJIMH HATypaJibHbII 1eTUTeNb, OTIAMYHbBINA OT 1 1 N.

1 He sBISIETCS HU MPOCTHIM, HU COCTaBHBIM (T.K. HMMEET BCEro OJWH
HaTypaJbHBII JCIUTEb).

[IepBble mpocThIE YKcCiia B HaTypajdbHOM psny: 2, 3, 5, 7, 11, 13, .... Cpeau
IIPOCTBIX YUCET UMECTCS JIMIIh OJTHO YETHOE YHCIIO 2.
[Ipocthie Ymcia — 93TO DJIEMEHTHI, MPU TOMOIIHM, YMHOXEHUS KOTOPBIX

CTPOSITCSL HATypaJibHbIe yuciaa (>1); mosToMy OJHON M3 BaXXHEWINMX 3a/1ad TEOPUH
YuCen SIBJIAETCS U3YYEHUE CBOMCTB MPOCTHIX YUCET.

CBoiicTBa MPOCTHIX YHCEJI:

1. Eciu mpoctoe unciio pin, N e N, n#1 = p=n
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JlokazatenbCcTBO: MyCTh P # N = P uMeno Owl 3 gemurtens 1, p, N, d9ro
HEBO3MOXHO, T.K. P- POCTOE.

2. Ecnu py, p2 — pa3nudHble TPOCTHIE Ynucha => Py HE : Pg

JlokazarenbCTBO: Pr — MPOCTOE => Py UMEET JEIUTENb | U Po, HO Pp # P1=> P2
HE : P

3.n e N, p—npocroe = n:p wm (n, p)=1

JlokazarenbcTBO: mycTh (P, N)=d = % p- nmpoctoe uncio = 0= 1 wm d = p,

d=1=(d,n) = 1;d=p = n:d, T.e. n:p.

4.abip = apwv bp.

JlokazaTenbCTBO: €CM & P — TO YTBEPKICHHUE TEOPEMBI CITPaBEIMBO, €CITU a
He'p = (a,p)=1 A ab:p = b: p.

5. Ecnu npousBeicHNEe HECKOJIBKUX COMHOXHUTENEH | P, TO, 10 KpaiHel mepe,
OJIMH 13 COMHOXKHUTENEH | P. (00001IeHEe CBOMCTRA 4).

Teopema 1. Jlnsg V HarypasibHOTO uuciia N>1 HAaUMEHBIIMN OTIMYHBIA OT
€UHULIBI JEIUTENb €CTh YUCIIO MPOCTOE.

Jloka3aTeJibCTBO: MTyCTh (| — HAMMEHBIINN # | IeIUTENh HATYPAJIBHOIO YUCIIA
n>1; ecnu Obl (] OBUIO COCTABHBIM, TO OHO MMEJO Obl HEKOTOPBIN ACIUTENb (1, C

ycinoBueM 1 < ;< q,HO N:qu:( = Ni(Q;, a 3TO NPOTUBOPEUUT MPEANOIOKEHUIO
OTHOCHUTEIIBHO (.
Teopema 2. HauMeHbIIMI OTIMYHBIA OT €IMHULBI JIEJIUTENIL COCTABHOIO

gmcna N (mpocToii o TeopeMe 1) He mpeBocxoaut VN |
Jloka3aTelbCTBO: NyCTh (] — 3TO Aenutenb = N= Q*a; , & > q , OTKyJa,

IIEpEMHOXKas U COKpalas Ha aj, MOJIy4YuM N > q2 , g Sxﬁ .

Ota TeopemMa JaeT KPUTEPHUH, TMO3BOJISIIOIIMA CYyAUTh, SBISAETCS JIU
HaTypaJbHOE YHCJIO & TPOCTHIM HIIM COCTABHBIM.

[TocnenoBaTeabHOCTh MPOCTHIX YUCEN HEOTPAaHUYEHHA. DTOT pEe3yJbTaT ObLI
nony4deH euie EBknuaoM u nomenieH B 9 Beke B kHure ero «Hauan» B xauectse 20-
Oi TEOpHUH.

Teopema (EBkiiuaa). MHOXECTBO TPOCTHIX YUCET OECKOHEYHO.
Jloka3aTeJIbCTBO: TPEANOJIATACTCA, YTO MHOXECTBO MPOCTBIX YHMCEI KOHEYHO M
cocTouT M3 uucen 2, 3, . . ., P,(*), rme p, — nmocinennee camoe GOJBLIOE MPOCTOE

YHCIIO.
Paccmorpum N=2*3 ... p, +1, N> 1 = N- mu6o npoctoe, 11060 cOCTaBHOE

a) ecim N- mipoctoe; N > pi, tie pi € {2.3,.--p} T.e. > moGoro mpocTtoro uucia
(T.K. ApYTUX OPOCTHIX HE CYyIIeCTBYET) => N- HEe MOXKET OBITh MPOCTHIM;

0) eciu N-cocraBuoe; N/2, N/3, ... N/p = He : HU Ha OJHO IPOCTOE
4HCIIO, T.€. HE UMeeT AenuTtenel, oTnuuHbix oT 1 1 N = He cocTaBHOe.
N # 1, HM mpocTOe, HU COCTaBHOE — MPOTUBOpEUre. A
[TpocTeie uncna, XOTS MX U OECKOHEYHO MHOTO, COCTaBJISIOT HE OOJBIIYIO
4acTh BCEX HATYPAJIbHBIX YHCEN.
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Teopema 3. (ocHOBHasi Teopema apudpmeTukn). Beikoe HaTypaIbHOE YUCTIO
n>1 nubo mpocTto, MO0 MOXKET OBbITh MPEACTABICHO, U MPUTOM EIUHCTBEHHBIM

O6p8,30M, B BUJC ITPOU3BCACHHUA ITPOCTHIX YHUCCII.

N a o
nN=p"*-P°... )

Muoxwutenu Pps Pys-.y Py 00b1dHO pacmonararoT B mopsiake BO3pacTaHUs.

[IpeacraBnenne HaTypaidbHoro uymcia N B dopme (1) HazpiBaeTcs
KaHOHWYECKUM; 3TO MpejcTaBieHue eauHcTBeHHO. [Ipencrasienue (1) HazbIBaroT
(dakTopuzanuei yucia n.

Mpumepsr. 4312 =2°.7%.11 , 401375=5"-13".19.

a

_ na a
CaencrBue 1. Ecim =P, - P,"..... Py - KaHOHMYECKOE PA3JIOKEHUE YHCIIA 3,

C= A . 2 k
TO BCE JCIUTEIM HDTOro 4YHcjiaa HMEIT BH/I: =P Py Py , TIe
0<p <« (1=12,..Kk).
[TycTh maHbl HaTypajabHbIC Yncia @ u b. X kaHOHHYeCcKoe pa3liosKeHHe BCeraa
MO>KHO 3alucaTh B BUJIC:
— o a a — 7 Y Ve
a=p:"-p, .. S b=ptpl.... s* . 31€ech mpeanonaraercs, 94ro «; u
Yi MOTYT NpUHUMATh M HYJEBbIE 3HAYEHHUS. OTO MO3BOJUT MHUCATh B 00OUX
pa3I0KEHUAX OOHU U T€ K€ NPOCThIe yucaa Pp, Po,-..y Py, @ IMEHHO IIPOCTHIE YHCIIA,

KOTOPBIE BXOJIST B Pa3JIOkKECHUE XOTS OBl OJTHOTO U3 Yucel a u b.

Caencrue 2. Hanbonpmmii 001l JETUTEND YUCENT a U D uMeeT BU:
(a,b)=p*-py....p¢
ede A =min(e,, ;)

CaencrBue 3. HanMenbliee o01ee KpaTHoe dnces a U b umMeeT BHI:
[a,b]=p{*- py2.....pL~
20e p; = max(e;, 7;)

N3 HuX HENOCPEeACTBEHHO CJEAyeT paHee [I0Ka3aHHOE TOXKIECTBO
[a,b]-(a,b) =a-b. DTH yTBEp)KACHHUS IEPEHOCATCA U HA ClIydaii 00JIee IBYX YHMCEIL.

Pemero Jparocdena

['peueckum matematukom Ipatocdherom (Il B. 7o H.3.) ObuT HalimeH crocod
BBIJICJICHHSI TIPOCTBIX YHCEI U3 JIIo0oro oTpeska 1,2,3,...,N HaTypaJIbHOTO psija MyTeM
BBIUEPKHUBAHUS 4Yuciia 1, 3aTeM BceX 4MCel KpPaTHBIX 4Hcily 2 (Kpome 2), 3aTeM —
KpaTHbIX yuciy 3 (kpome 3), U T.1.

Taxkum 00pazoM, HaIO BBIYEPKHYTH BCE YHCIIA, KPATHBIE MPOCTHIM YHUCIAM:

p1:2’ pz :3’ p3:5’---1 pﬁ\/ﬁ
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[IpakTHUECKHE COBETHI:

1) Kaxmoe P;—e umcino mocie Ps (cuuras M yKe 3adepKHYTHIE paHee)

KpaTHO ps U IIOMJIC)KUT BBIYCPKHUBAHUIO.

2) Jloias 10 HEBBIYEPKHYTOrO MPOCTOrO YUCia, 0OIbLIEro Win pasHoro VN |
CIIeZlyeT OCTaHOBUTHCA, TaK KaK BCE YHUCIIA, OCTABIIUECS HEBBIUEPKHYTBHIMH, YKe
HPOCTHIE.

IIpumep. Brimenuts npocThie yuciaa W3 OTpe3ka HaTypajdbHOro psnga 11,
12,...,40.

Pemenune. BrinnicsiBaem Bce HatypasibHble yucia ot 11 qo 40 u BeluepKuBaem
YKa3aHHbIM  CIIOCOOOM  BCE€ COCTaBHbIE 4ucla (BBIUYEPKMBAHUE 3aMEHSEM
MOYEPKHUBAHUEM ).

11,12, 13,14, 15,16 ,17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31,
32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40.

Yucna 11, 13, 19,23, 31,37 npocrsle.

KoHTposbHBIE BONIPOCHI:

1. Kakue uncna Ha3bIBatOTCs NpOoCThIMU? COCTaBHBIMU?

2. SIBnsiercst i 1 mpocThiM unciiomM? COCTaBHBIM YHUCIIOM?

3. Kakue u3 npocTbIx uynces 4eTHbIE?

4, MoeT i1 OHO MPOCTOE YUCIIO JISTUTHCS Ha IPYTOe MPOCTOE YHCIIO?

5. JlokaxuTe, 4TO €CJId HU OAHO W3 YUCET 8,,8,,...,a, HE JIETUTCS Ha MPOCTOE
guciio P, To X Mpou3BeCHHUE TOXKE He IeauTcs Ha P .

6. M0>XHO 11 Ha3BaTh caMOe OOJIBITIOE MTPOCTOE YHCIIO?

7. MoryT nu B HartypasibHOM psimy uucen uaru nonapsan 1000000 coctaBHBIX
yucen?

8. KoHe4YHO T MHOXKECTBO MPOCTHIX YUCEN?

ay

9. CKOJBKO CYLIECTBYET CIIOCOOOB pazioxkeHuss umcaa N= P ---p B
MPOU3BEACHUE JBYX B3AUMHO MIPOCTBIX MHOKUTEIECH?

10. ITycte N= P;* -+ P* -kaHOHMUECKOE pa3IokKEeHUe HATypabHOro yncia N .

I[OKa)KI/ITC, qTo % TOorga MW TOJIBKO TOoraga sABJISICTCA LICJIIbIM @ 4YHCIIOM, KOrJda

rokaszarenu &,..., & KaHOHUYECKOTO PA3JIOKEHU Aenarcsa Ha M .

anamnemm AJIA CAMOCTOATECIBbHOI'O PCIICHUA

Paznoxure Ha IMPOCTBIC MHOKUTCIIN YHUCJIA:

1) 5471; 2) 8788;
3) 14521; 4) 35800;
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5) 5488: 6) 27785;

7) 19455 8) 55857;

9) 82798:; 10) 4497552;

11) 273714; 12) 67463888032179;
13) 29719; 14) 765010:

15) 914587; 16) 5553900;

C nomoteio pemniera IparocdeHa HalIUuTe MPOCThIE Yuciia OT a Ao b:

17) a=160, b=180; 18) a=180, b=210;
19) a=220, b=250; 20) a=260, b=290;
21) a=300, b=330; 22) a=340, b=370;
23) a=370, b=400; 24) a=410, b=440;
25) a=450, b=480; 26) a=490, b=520;
27) a=530, b=560; 28) a=570, b=600;
29) a=610, b=640; 30) a=650, b=680;
31) a=690, b=720; 32) a=730, b=760;
33) a=770, b=800; 34) a=940, b=980;

OHpeI[eJ'IHTB BCC ITPOCTHIC UM CJIa, MCHBIINC YHCJIA:

35) 60; 36) 70;
37) 80; 38) 90;
39) 100; 40) 110;
41) 120; 42) 130;
43) 140; 44) 150;
45) 160; 46) 170;
47) 180; 48) 190;
49) 200; 50) 210;

Haiitn HanMeHbIee 1 HaOOJIbIIIEE MPOCTHIE YUCIIA, 3aKIIFOUEHHBIE MEXK/Y YHCIaMU
aub:

51) a=3204, b=3220: 52) a=3990, b=4006;
53) a=3372, b=3390: 54) a=4555, h=4570;
55) a=1998, b=2010: 56) a=6788, b=6300:
57) a=5325, h=5340; 58) a=8142, h=8160:
59) a=4753, b=4775: 60) a=3411, b=3430;
61) a=1856, b=1870: 62) a=9540, h=9560:
63) a=2140, b=2152; 64) a=2350, b=2370;
65) a=3750, b=3765: 66) a=7777, b=7790:
67) a=1598, b=1610; 68) a=6145, b=6160;

69) a=1744, b=1760; 70) a=3111, b=3130;
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N3pectasl HOJl m HOK a u b. Hatigure HaTypanbHbIe uncia a, b.

71) (a, b) =5; [a, b] = 49395;
72) (a, b) = 15; [a, b] = 630;
73) (a, b) = 13; [a, b] = 715;
74) (a, b) = 55; [a, b] = 4235;
75) (a, b) = 30; [a, b] = 15660;
76) (a, b) = 36; [a, b] = 6480;
77) (a, b) = 26; [a, b] = 4914;
78) (a, b) = 14; [a, b] = 4410;
79) (a, b) = 35; [a, b] = 8925;
80) (a, b) =12; [a, b] = 1872;
81) (a, b) =57; [a, b] = 12597,
82) (a, b) = 113; [a, b] = 3390;
83) (a, b) = 67; [a, b] = 4422;
84) (a, b) = 91; [a, b] = 35581;
85) (a, b) =53; [a, b] = 37789;
86) (a, b) = 17; [a, b] = 36941;
87) (a, b) = 43; [a, b] = 23693;
88) (a, b) = 19; [a, b] = 47329;
89) (a, b) =67; [a, b] = 14807,
90) (a, b) =71, [a, b] = 2059;

6 CucreMaru4ecKne 4Yucjia
6.1 Henmo3MMOHHbBIE CUCTEMbI CUYNCICHUS.

JIns 3anmcy HaTypasibHBIX YMCEIl IPUMEHSIOT Pa3JIMUYHbIE CUCTEMBI CUUCIICHMUS,
KOTOpBbIE MOXHO pa30uTh Ha JBE TPYMIbl: HEMO3WLMOHHBIE U MO3UIUOHHbIE. B
HEIIO3ULMOHHBIX CUCTEMaX CUYMCIICHUS 3HAYEHUE KaKIOTI'0 NMPUMEHSEMOro 3HaKa He
3aBUCUT OT €ro MeCTa B 3alUCHU 4ucia. 3 MHOTrOYMCIEHHBIX HENO3ULMOHHBIX
CUCTEM CUHCIICHMS HEKOTOPOE 3HAYEHHE COXpAaHWIa B HACTOSAIIEE BpPEMs JIMILb
pUMCKas HyMepalusi.

Heno3uunoHHo#l Obl1a cUCTEMa CUYHMCIEHUS M Y JIpeBHUX TpekoB. KynbTypa
npeBHer Pycu TECHO cBsi3aHa C BU3AHTUMCKOMW, T.€. TPEUYECKOM KYJBTYPOU, IIOITOMY
Y MPUHLHUI 0003HAYEHUS! Yucesd ObLI MOX0X Ha IPEYecKUid: ynciaa 0003Ha4aluch C
MOMOIIbI0 OYyKB, HaJl KOTOPBIMU CTaBUJICS OCOOBIM 3HAK (TUTIO). B crnaBsHCKOM
CUMCIICHUH MPUMEHSUIUCh CJEIYIOUIME Ha3BaHUsA JJs O00O3HAYEHMsS] BBICHIMX
JNECSITUYHBIX pa3psanoB: 10 Teicsd Ha3piBamuCh ThMOW, 10 Tem-mernonom, 10
JIETUOHOB-JIEOIPOM.

6.2 ITo3uUOHHBbIE CUCTEMbI CYMCJIEHUS
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B mO3WIIMOHHBIX CHCTEMaxX CUUCICHUS 3HAYCHUE MPUMEHSEMBIX CHMBOJIOB
3aBHCHT OT MECTa, KOTOPO€ ATOT CHMBOJI 3aHMMaeT B 3amucy 4ucia. Yaimie Bcero
NPUMEHSIOT TMO3UIIMOHHBIE CUCTEMBI CUHMCIICHUS ¢ (PMKCHPOBAHHBIM OCHOBaHHEM. B
ATUX CHCTEMaXx JUIsl 3alCH HATYPaJbHBIX YUCEN JOCTATOYHO KOHEYHOTO MHOXKECTBA
3HakoB (1udp). [Ipu sToM caBur mudpel Ha OJHO MECTO BJIEBO BJIEUET 3a COOOM
YBEIIMYCHHUE €€ YHUCIIOBOTO 3HAYCHHS B ( pas, TJe § HEKOTOPOe HATypalbHOE YHCIIO,
Oomnpmree 1. Uncmo § Ha3bIBAIOT OCHOBAaHMEM CHCTEMbI CUMCICHHs. Yaie Bcero
MPUMEHSIOT IECATUYHYIO CUCTEMY CUMCIIeHus, B KoTopoit g=10.

Omnpenesenue 1. Cucremarnueckord 3amMChi0 HaTypaidpbHOro umcia N 1o
OCHOBAHUIO J Ha3bIBAIOT MPE/ICTABIICHUE STOTO YUCIIA B BUJE CYMMBI:

N=ag"+..+a0+a, (1)
rie a,,..,&,,8; - Ypcia, NPUHUMAIOIINE 3HAYEHUS 01..9-1 , Hpudem
a =0,

n
[lo3unmoHHass cHCTEMa CYUCIEHUS C OCHOBAHMEM (J HA3bIBACTCA (-UUHOMN
(nBouuHas, TpowuHas u T.1.). Jusa o6ozmauenus umcen 0,1..,9-1 B g-uunoii
CUCTEME CUMCIICHUS UCTIONB3YIOT 0COObIE 3HAKH, Ha3bIBAEMBIX ITU(DpaAMHU.

Teopema 1. Bcsikoe nHatypanmbHoe uucio N MoOXeT OBITh €IUHCTBEHHBIM
00pa3oM MIpeACTaBICHO B BHUJEC CUCTEMATHUUYECKON 3aluCH MO JIIOOOMY OCHOBAHUIO
g>1.

IIpumepbr:

2 0
1.3amuch 325; o3nauaer uncino 3-3° +2-3"+5-3

2. 3amucp 4-7*+5-7°+6-7°+5-7"+8 KOPOTKO IMUIIYT 456587 ]

6.3 Ilepexoxa OoT §-U4YHOI CHCTEMBbI CUMCIEHHS K 1eCITUYHOI 1 00paTHO

Harypansnoe uncio N moxHO 3amucath B Jt000W CHUCTEME CUMCIICHHS.
[TooToMy BO3HMKaeT BONPOC O TMEPEBOJE 3aMHUCH YUCIA M3 OJHOW CHUCTEMBI
CUMCIIEHHs B APYyryro0. JlocTaTOUHO HAYyYUTHCS PEeIIaTh 3TOT BOMPOC B CiIydae, KOTaa
OJTHA M3 CHCTEM JICCATUYHASI.

n
1. [Iycts nana g-wuHas 3anuch unciaa N: N=a.g +...+a,9+a,. Hano
HaWTHU JAECATHUYHYIO 3alUCh TOro e uucia. YToObl pemmTh JaHHYIO 3a/auvy,
JIOCTaTOYHO TMOJACTaBUTH B 3amuch (1) BMecTo &y, 84,8y ¥ ( ACCATUYHBIC 3AMKICH

9THUX YHCCII U BBINNOJIHUTL YKA3aHHBIC HeﬁCTBHH. I[GCHTI/I‘IHB,SI 3aIIMCh PE3yJibTaTa U
6YJ1€T HCKOMBIM OTBCTOM.

[pumep. 325,=3-3+2-3"+5-3° =38
2. Jana necstuunas 3anuch yncia N. Hago HaliTu ¢-uyHyto 3amuch TOTO
ke uncna. Ilycte g-nynas 3amuch uuciaa N umeer Bum: N =ang” +..tqg+aq,.

Torna N=N@Q)g+a, , rue
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N@=ag"" +..+a (2)
[Tockonbky 0<a ,<g, To @,- octatok ot aeneHust N Ha g, N (1) - gyactHoe ot

sToro aenenus. W3 pasencrsa (2) BugHO, uto & - octaTok oT aenenus N(1) ma g u
T.J.

Taxkum oOpazoM, g-udHas 3anuch 4yrciia N HaXOIUTCS CIEAYIOMIMM 00pa3oM.
Yucno N genum (B AECATUUHON cUcTeMe cunciieHus1) Ha §. OCTaToK OT JeJIeHus 1acT
nocienHo nudpy g-uanoit 3anmucu N. Yactroe N(1) cHOBa menuM HA ¥ HOBBIM
OCTaTOK JacT mpennocieanio nudpy g-uunoii 3anucu N. [Ipogomkast 3TOT mpoiiecc
JeJieHus1, HaiieM Bce UG PhI §-WIHOHN 3aIUCH.

IIpumep.

1. IlepeBectu 12119 B TpOMYHYIO.

[TepeBenem 121,y B TpOMUYHYIO CHCTEMY BOT TaK:

[lenas yacTh 4ynciia HAXOAUTCS JEJICHUEM Ha OCHOBAHUE HOBO

121 3
2o 40 3
"1 -39[13
11243
131
1

[Tonyuunoce:121,5 = 111115
6.4 ApudmeTnyeckue onepanuu HAJ CUCTEMATHIYECKHUMH YUCIAMH

CnoxeHue, BbIUYMTAHWE, YMHOXEHUE U JICJICHHE YHCE]l B JIIOOON cucreme
CUYMCJICHUSI TTPOU3BOJISATCS] AHAJIOTMYHO BBITIOJIHEHUIO ATUX OMEpaldii B MPUBBIYHOM
HaM JECATUYHOMN CHUCTEME.

JIns1 BBITIOTHEHUS OINEpalMil CIOXKEHUSI U BBIYMTAHUS B CUCTEME CUMCIICHUS C
OCHOBAaHHMEM (J HaJ[0 3HATHh TAOJIUITY CIIOKEHHS OJJHO3HAYHBIX YHCEN B 3TON CUCTEME,
a JUTsl BBITIOJTHEHUSI OTIEPAIM YMHOKEHUS U JCIICHUS — €IIe U TabJIUIly YMHOKCHHUS.
3amMeTuM, YTO pOJIb «JIEBSITKW» B JIBOMYHON CcHCTeMe BhIMONHsAET mudpa 1, B
TPOWYHOM — 2 ¥ T.1., B §-W4uHOM — 1iudpa g-1.

IIpumepsr:

1. Bemmonuuts cnoxenne 101,+1101,
Bremomnaum cnoxenune 101,+1101,
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[Tonyuunocs: 101,+1101, = 10010,

2. Bemonaute Beruutanue 12444-4564
Boinmoainum Beruntanue 12444-4564

1 2 4 4
i 4 5 6
0 5 6 6

[Tonyuunocsk: 12445-4565 = 5664

3. BemmomanTh yMHOKEHUE 5475%254
BrimotanM yMHOXKEeHUE 5475% 255

5 4 7
X 2
3 4 0 3
+
1 3 1 6
1 6 5 6 3

[Tomyumnock: 547g*25g = 16563

4., Bemonuuth aeneHue 471222¢+27,
Bremomaum nenenne 471222527,
471222127
27 15476

[Tonyuunocsk: 471222¢+27g = 154764
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5. 3anuiiem yucna a =6467,, b=101, B cucTremMe CUHCICHHSA C OCHOBaHHEM

g:5 " pa3gciInM OoJIbIIIce HA MEHBIIICE C OCTATKOM.

Penienmue:
5=12,.

1)
64673
1244
2!]7
12 44 17 33 5

26 43 E b
24 @
_27 @')

24

o

a=6467, =102013.

2)

_]ﬂ]s 123
101

b=101, =20, .
3)

~102013s| 205
40 2023s
120
110
101
40
~ 113
110

3
102013, =20, - 2323, + 3.

Orser: 102013, = 20, - 2323, +3.

6. Breipazum cuctematuueckue JapoOM B BHUIE OOBIKHOBEHHBIX JIpoOei,
YUCIUTEIU U 3HAMEHATEIN KOTOPBIX 3allMCaHbl B IECATUYHONU CUCTEME:

a) 2,3,; 6) 0,04,; B) 2,012,.

Pemenue.
a)2,34:2+§:1—1;
4 4
6)0,045:0+9+%:i;
5 5 25
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B) 2012, =2+ 04 1 2 _34%0+3+2_59
3 3 3 27 27

7. 3anuieM JaHHbIE CHCTEMaTHYECKUE IpOOU B BUE€ OOBIKHOBEHHBIX B TOM XKe
CHCTEME CUUCIICHHUS:
a) 0,04,;0) 2,3,;B) 2,012,.

Pemenmne.

a) 0,04, (4) (ij;
100 ), \13),
6) 23, (23j,
10 ),

B) 2,012, :(%) .
3

8. 3amnmiem JaHHBIC CUCTCMATHYCCKHUC ,Z[pO6I/I B BHUJAC OOBIKHOBEHHBIX B TOH K€
CHUCTCMC CUHHUCIICHUA:
3)
30

a) 0,0(2),; 6) 01(4),; ) 0,(23),.
Pemienne.

2000.~(555) (572), (aa);
© 0'1(4)7:(164-—101j _(6 10) (

8) 0,(23), = @:) (flj.

9. IlpencraBuM OOBIKHOBEHHBIE APOOM B BUJE CHUCTEMATHYECKUX B TOU XKe
CHUCTEME CUMCIICHUS:

10 137 17
a) (E)ZLZ ) 40 ) (EJB .
Pemienne.
a)

_1!]1: 8
8 1.612

)
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_137| 40
120[3.425
170
160
100
__80
_ 200
200

0

E =3,425;
40

B)

17s |40
1701 0,363

140

10. Paznoxum OOBIKHOBEHHBIE APOOM B CHUCTEMAaTUUECKHE B TOW CHUCTEME
CUUCJIEHUSA:

3) 6 (1) .y (L
Y (Ej ° (12)4’ & @
Pemienne.

3

a) JpoOb (— HEJIb35l Pa3JIOKUTh B KOHEUHYIO CHUCTEMAaTHYECKYHO, TaK Kak
11

YUCJIO 5 HE BXOJIUT B KQUECTBE MHOXKUTEJISI B COCTaB uncia 11 — oCHOBaHMS CUCTEMBbI

cuucienus. llockompky (5, 11) = 1, TO mnoMyyuTcsa YUCTO NEPUOAUYECKAS
cUCTEeMaTH4ecKast IpoOb:

3n|s
30 | 0.66...

28
30

T.C. (g)ﬂ =0,(6),,
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0) Tak kak 12,=3,-2,, (3, 4) = 1, (2, 4) = 2, TO pH PA3IOKECHUH JTAHHOU
JIPOOH TOJYYNUTCS CMEIIaHHAS ITePUOINYECKas CUCTeMaTHIeCcKas Apo0b:
114 [ 124
1101 0.311...
T102
20
12
20

T.C. (%)4 =0,3(1),;

B) Tak kak (2, 3) = 1, To npu pa3noKEeHUU JAHHOW POOU MOTYUYUTCS YHUCTO
MepUOANYECKAs CUCTEMATHYECKasl IPOOb:

13 | 23
101 0.11...

2
10

T.C. (%1 =0,(),.

KOHTpOJIbHLIe BOIIPOCHI:

1. B uem 3akiroyaeTcs CXOACTBO W Pa3IWyue MEXK]Y HEMO3UIIMOHHBIMU U
MO3UIIMOHHLIMH CUCTEMaMM CUHCJICHUS?

2. 3anumuTe B pUMCKOM Hymeparuu ancia: 26, 55, 431, 587, 1973, 2003.

3. 3anumuTe Bce MUGPHI MECTHAAMATEPUIHON CUCTeMBbl cunciaeHns. CKOJIbKO
nux?

4. Tlpu 3amucu uymcaa 4023(10)(12)9; wucnonb3oBaHbl HAaUMEHbIIAS H
HanOosbmas nudpel cucTembl cuucienus. Yemy paBHO ocHOBaHHE (?

5. 3anumure mepBble 37 UYKMCEN B JCBATCPUYHOMN, OJUHHAANATEPUIHON H
YETHIPHA/IIIATEPUYHON CUCTEMAX CUUCIICHUS.

6. Jlaiite TeopeTnueckol OOOCHOBaHWE TEpexoJa OT OJHOW CHCTEMBI
CUUCJIEHUS K APYTOM.

7. Jloxkaxxute, 4YTO 4YHCIO, 3alllMCaHHOE B JIBEHAJIIATCPUUYHON CHCTEME
CUMCIICHHUS, IeTUTCA Ha 11 B TOM M TOJNBKO B TOM Clly4ae, KOTrJla CyMMa ero uudp
nenutcs Ha 11.

8. Jlokaxurte, YTO 4YHCIO, 3allMCaHHOE B JIBEHAJIIATCPUUYHON CHCTEME
CUHCJICHUS, IEJTUTCS Ha 4 B TOM U TOJIBKO B TOM ClIydae, KOTrja ero mocleaHss mudpa
neauTcs Ha 4.

9. BeiBeuTe NpU3HAK JSTUMOCTA Ha §—1 B g -HYHOM CHCTEME CUMCIICHHUS.

10. B kakoii cucteme cuuciaeHus ynuciio 46 n3o00pa3uTcs TeMH ke nudpaMu, HO
B 00paTHOM mopsiake?
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anamnelmﬂ I CAMOCTOATECIBHOI'O PCILICHUS

3anummMTe Yncia a U b B CHCTEME CYMCIEHHS C OCHOBAHHEM J Hu BBIIIOJHUTE
CJIOXKCHHUC, BBIYMTAHUC, YMHOKCHHC, U PA3ACIINTC OoJblllee HA MCHBIIICE:

1) a=17533, b=425, g=7;
2) a=121;, b=3755, g=8;
3) a=12, b=15, g=5;

4) a=111,, b=14, g=3;

5) a=2015, b=6514, g=4;
6) a=15, b=4321, g=6;
7) a=17, b=443;, =7,

8) a=1335, b=101,, g=12;
9) a=114s, b=47, g=8;
10) a=7356g, b=55,, g=9;

BblpaBI/ITe CHUCTCMAaTHU4YCCKHUC I[pO6I/I B BHJIC OOBIKHOBEHHBIX }:Lp06ep”1, YUCIUTCIN U
3HAMCHATCIIN KOTOPBIX 3aIlMCaHbI B ,I[GCSITH“IHOﬁ CHUCTCMC CUHHUCIICHUA:

11) 2,144g;
12) 23,45, ;
13) 150,15;;
14) 10,11;
15) 4,233s;
16) 79,251
17) 17,443;
18) 65,133s;
19) 0,114s;
20) 1,73564;

Brlpasurte 1anHble cicTeMaTHUYeCKUe ApoOH B BUE OOBIKHOBEHHBIX JIpoOei B TOM ke
CUCTEME CUMCIICHUS:

21) 2,144
22) 2345,
23) 150,15
24)10,11;
25) 4,233,;
26) 79,2544
27) 17,443g;
28) 11,025:
20) 20,43,
30) 1,73565;
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31) CocraBbTe TAOJIMIBI CIIOXCHHWS W YMHOXXEHHUS OJHO3HAYHBIX YHCET B
CHUCTEeMax ¢ OCHOBaHHEM (=5, g=8, g=11,;

HpCI[CTaBI)TC OOBIKHOBEHHBIC I[pO6I/I B BHJC CHCTCMATHYCCKHX B TOH K€ CHUCTEME
CUHMCJIICHHS .

111
2 (155),
)
33) {100 ), °
3) 122,
151
35| 20 E
32
36) | 47 L
16
37) Tk
103
38) 13 L
7)
65
40) | 53 ;
331
41) 4_01,;
23
42) | 33 ,
43) ?j ;
203
44) 11 5;
17
45) 20
9
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151
46) (Ej :

7 UncJioBble PyHKIUH

7.1 Yucyio u cymMMa HATYPAJIbHBIX JAeJIUTes el

PaccMoTpuM HekoTOpble (YHKLUHH, 3aJlaHHBIE HA MHOKECTBE HATypaJbHBIX
qrcesl M CBsI3aHHBIE C apudmMeTnyeckol MpUpoaod 3TUx uucen. VX Ha3bIBaloT
yrcnoBeIMUA QyHKIMAMU. [IpruMepamu Takux (GyHKIIUN MOTYT CIIY>KHUTb:

1) uncno 7(N) Bcex HaTypanbHBIX AenuTenei N ;

2) cymma o(N) Bcex HaTypanbHbIX AemuTeneii N ;

3) uncino @(N) HaTypanbHBIX YMCel, MEHbIKX N U B3aMMHO HPOCTBHIX ¢ N
(bynkius Ditnepa).

BeisesieM (GopMyily, MO3BOISIONIYI0 BhuMcIMTh 7(N) , 3Hast KaHOHUYECKOE
pasnoxenue N:

—_ nh I
n=pi- Py
rae mias moboro J , 1< j<m , BBINOJHAIOTCA HEPaBEHCTBA Oélj Sk,—

[TosTromy moka3zarenb |, Moxer MPUHUMATH k +1 Pa3IMYHBIX 3HAYEHUM: 0,1,...,kj,

nokasarens |, moxer npuaumats K, +1 pasnmmanoe 3Hauenue, ..., mokasatens I
npunumaer K, +1 pasnuunbix 3nadenwmii. Mapivu cnosamu, B koprexe (l,...l,)
nepsas koopauHata MoxeT npunumarthk (K, +1) 3Hauenwmii, Bropas - (K,+1)
sHadeHnit, ..., m-a - (K,+1) 3Hadenmii. Umcio TaKUX KOpTeKeil paBHO

(k, +D(k, +1)--- (k,, +1) .
MBI oKa3ain TEOpEMY:

Teopema 1. Ecmu kaHoHuueckas 3anuch uuciaa N umeer BuA:

| [ [
N=1DpP' Py - Py , ToYUCIO HATYpANBHBIX AenuTeneii N paBHO:
z(n)=(k +D(k, +1)--- (k, +1) (1)

Mpumep. Boraucnurs 7(140) .

Pemennue. ITockobKy 140=2%-5-7 , TO
7(140)=(2+1)-(1+1)-(1+1)=3-2-2=12. [Jenurensmu uncia 140 ssisrores 1, 2, 4, 5,

7,10, 14, 20, 28, 35, 70, 140. VX 4ncimo AeMCTBUTEIBHO paBHO 12.
Teneps BeiBeneM Gopmyny mans o (N) - cymMsl Bcex HaTypalbHBIX Aenuteneit. ITycTs

n= 1|1 : |22 pr'{;‘ . PaccMotpum npousseienne
(Lt py oo )@+ Py oot ) (Lo Py oo Py) (2)
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b b I :
Ecnu packpbITh CKOOKH, TO MOTYyYUM CymMmmy Buaa P - P57 -+ Py, rae npu modom J ,

1< j<m ppmonnstercs mepaBencteo O<I; <K; . Ho rakme unems spmsorcs

nenuTensMu N, TpUYEM KakIbli JENUTeNb BXOMUT B CYMMY TOJBKO OJMH Da3.
[TosTomy mpousBeaeHue (2) paBHo cymMme Beex genuteneit N, v.e. o(N) . Urax,

o(N) = (L+ Py o+ PPN+ Py oot P2) - (A Py 4o+ PT).
Ho xaxpgas cymma 1+ p; +---+ plj(j ABJISIETCA CYMMOM I'€OMETPUYECKON ITPOTPECCHH,
IIOJIy4aeM, 4TO
ky+1 -1 ' pI2<2+1 -1 N prl;m+l -1

Py -1 P, -1 P -1
JIOKa3au CIIEMYIOIIYIO TEOPEMY.

3)

Teopema 2. Ecmu kaHoHMueckas 3anuch umcna N umeer  BUp

n=p ps - Po, 1o o(n) BBIpaxkaeTcs Gpopmyioii (3).

IIpuMmep. Berancnnute cyMMy HaTypaiabHBIX aenurtenen ynciaa 350.
2°-15-17-1

350=2.5%.7 o (350) = : : =3-31-8=744
Pemenne. Tak kak , TO (350) 5.1 5.1 7-1 :
Hpumep. Berauciuts 7 (o(24)).
3 3 24 _1 32 _1 2
Pemenne. Tak kak 24=2°-3 , 1o 0(24)=0(2"-3) = > 1 31 =15-4=2°.3.5,

Torma 7(0(24)) =7(2*-3-5) = (2+1)-(1+1)-(1+1) =3-2-2=12,

KoHTpoJibHBIE BONIPOCHI:
1. H o n= k. pke ... pkn
. Hamummre GopmMyny ang koaudecTBa aenuteneit uuciaa N= P - P,° -+~ P .

Hanummure hopmyiy 15t CyMMBI €r0 JEIUTENEH.
2. Harmumure dhopmyy uist CcyMMbI KyOOB nenuTeneit uncna N .
3. Hamumure opmyiy, 4acTHBIMU CIIy4asiMd KOTOPOW SIBJISIOTCS (DOPMYJIBI

wa 7(n) w o (n).
4. Ha kaxkyto crernenp 7 penurcs 500! 7?
5. Halimute uucno HaTypalbHBIX uYHcel, He mnpeBocxomamux 471,8 u
JeJIAIMUXCcs Ha 7.

6. Haitnure xonmuecTBO HATypalibHBIX YMCENl Ha oTpe3ke oT 165 mo 926,1,
nensanmxcd Ha 11.

ana)KHeHI/m AJIH CAMOCTOATECIBHOI'O PEIICHUA

BeraucianTb:
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1) 7(50);
3) 7(150);
5) 7(155):
7) 7(166) :
9) 7(755):
11) 7(421);
13) 7(789);
15) 7(864);
17) o(49)! ;

10!
19) T(ﬁj
)1 r( 15! j _
) 510!/
12!
23) U(mj;

Jlenutcs nu:

25) 7(c(50))!na (o(20))° ;

26) 7(c(85))!na(a(60))°;
27) 7(c(16))!na(a(7))°;
28) 7(c(24))'na(c(12))®;

29) 7(c(202))!na (o (120))*;

30) 7(c(88))!na (o (15))*;
31) 7(c(90))na (c(13))°:
32) 7(c(63))!na(c(9))’;
33) o(z(50))'na (7(20))°;
34) o(z(169))!na (7(30))";
35) o(z(133))!na(r(13))° ;
36) o (7(255))!na(7(10))°;
37) o(z(41)'na(z(4))’;
38) o (r(24))'na(z(6))*;

39) o(z(200))!1a (7(20))* ;

40) o(r(24Mua(z(4))”;

2) 7(100) ;

4) 7(200);

6) (175);

8) 7(201);
10) 7(800);
12) 7(127);
14) 7(353) ;
16) 7(c(16))!;
18) (o (9!,

12!
20) T M]

10!
22 %551
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SBnsercs mm ECJIbIM YHCJIIO:

cl2)!
(c(12)V’
o(18)!

(o (18))!’
12!

r(c(12)!’
221
(o (14))V’
43!
(o (4D
r(16)!
7(o(16))!’
o(25)!
(15!’
7(155)!
) (@B
o (45)!
(c(9)!’
o (147)!
50) 7(0(23))!;
o (256)!
7(75)!
o(12!
52) T((12)3;
o(9))
53) 74y
o(8")
7(45)!"
o(11)
(1!

41)

42)

43)

44)

45)

46)

47)

49)

51)

54)

55)

Pemire ypaBHeHnue:
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62) r(l4x):r(13x)
63) o(X)=x;
64) o(x)=x+1;

7.2 MyJabTHIIVIMKATHBHBIE YHCI0BbIe PYHKIMT

®opmynsl gns 7(N) u o(N) sBnsIOTCA YaCTHBIMU ciiydasMu Oosee oOmiei

(GopMyIibl, CBA3aHHOM C TaK HAa3bIBAEMBIMU MYJIbTUIJIMKATUBHBIMH YHCIOBBIMU
byHKIUAMU.

Onpenesenue 1. Yucnoas Gynkums o(n) HA3bIBAETCS
MYbMUNTUKAMUGHOIL, CCITH:
1)  6(n)onpenenena o Beex HATYpanbHbIX n, mpudem O(N) =1;

2) s mo0ObIX B3aUMHO MPOCTBIX HATYPATBHBIX YUCEN N M M BBITOJIHACTCS
PaBEHCTBO

6(mn) =6(m)-6(n). (1)
T[IpuMepoM MyTBTHIITHKATHBHON QYHKIMH MOXeT cayxuth gynknus d(nN)=n" rae

A
A - mo6oe ancno, a Ne N . B camom gene, 0(1) =1" =1 u nng moObIX HATypaIbHBIX
M 1 N (J1a’ke He B3aUMHO MPOCTHIX) BBIMOJTHSAETCS] PABEHCTBO:

A(mn) =(mn)* =m*n* =6(m) - 9(n)

JlokaxeM cienyroume CBOMCTBAa MYJIbTUILIMKATUBHBIX (DYHKITHIA:
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Teopema 3. Eciu uucia N,...N., nonapuo e3aummo npocmui, a O(N) -
MYTbMUNIUKAMUBHAS DYHKYUS, MO

o(n,..n_)=6(n).0(n ) (2)

Jloka3aTenpCTBO MPOBEAEM C ITOMOIIBIO MAaTeMaTU4YeCKOW HMHAyKIuu. lIpu

M =2 paBeHCTBO (2) cupaBeJJIMBO MO OMPEACICHUI0 MYJIbTUIIMKATUBHOCTU. [TyCTh

YK€ JOKa3aHO, YTO OHO BEPHO Tpu M= J, u mycTh N,,...,N ;»N;,, — JIE00bIE TOMAapHO

B3aMMHO IMPOCTBIC YUCJIA. Torz[a quciia nl,...,nj )51 nm B3aMMHO IIPOCTHI, U ITIO3TOMY

o(n...nn,,)=6(n..n, ) oln,,).
Ho, mockonbKy paBeHCTBO (2) BepHO Ipu M= ], TO H(nl...nj):e(nl)-...-é?(nj), 151
OTOMY
H(nl"'njnjﬂ):e(nl)""e(nj)' H(njﬂ)'
WTak, paBeHCTBO (2) BEpHO NpU M=2 W W3 €ro CIPaBEUIMBOCTH TPU M=)
cielyeT crpaBeyIMBocTh U Ipu M= ] +1. 3nauur, paBeHcTso (2) BepHO 11 11060T0

4qnciia IIoIIapHO B3aMMHO ITPOCTBIX COMHOXKHMTEJICH.
Km

k
CaencrBue. Eciu kanonuueckas 3anuce yucia n umeem eud N= P -...- Py

u O(N) - myromuniuxamuenas gyuxyus, mo

> o(n) = [1+6(p,) +..+0(p) | L+ 6(p,) +..+6(p,)|,

d/n
I'0e cnesa cymma pacnpocmpanena na 6ce oeaumenu yucia d.
Joka3arTeabcTBO. 111 nokazarenbcTBa (Gpopmysibl (3) TOCTATOYHO PACKPBITh
CKOOKH B MPABOM YaCTH U NMPUHATH BO BHUMAHHE, YTO 0 Teopeme 4

o(p,")..0(p,")=6(p,"...p,,")

' K k
[Tpuuem pf oot Py — memuTens yncna N = P e P

o

®opmynsl ans 7(N) u o(N) , BoiBeneHHBIE BBIE, SABIAIOTCA YAaCTHBIMHU
ciydasmu obmeit gopmynsl (3). Urobsl BhBecTH Qopmyny aas z(N) , Hamo
nonoxuts @(N)=1 . Torma cnepa moayuyuTcs CymMMa €MHHUIl, TPHUYEM YHCIIO
claraeMblX paBHO yuciy genuteneit N, t.e. 7(N), a cnpasa — npousseieHKe YnCE
(k, +1),...(k, +1). A popmyuna ms o(N) momyuaercs, ecian monoxuts O(N) =N (sta
GyHKUMS MyJIbTUIUIMKATUBHA). Torga cieBa MOMy4YUTCS CyMMa BCeX AENUTENel n,
1.e. 0(N), a cnpaBa — npousBeaeHNE (1+ p, +...+ plkl)..(1+ p,+...+ pmkm )

C momomipio popmysiel (3) MOXKHO MOYYUTh U HOBBIE opmyibl. Hampumep,

nonarast (N) = N* | BeIBOAMM, U9TO npu N= plkl p;m
A(ky+1) A(Ky+1)
y . R 1
Zdl:(1+ P+ pfk)..(1+ P +..+p ): b ; P L (4)
d/n P, — P, -1

Teopema 5. Eciu 6,(n) u 6,(N) — myromuniuxamusnvie pynkyuy, mo ux

npouzeedenue 6,(n) - 6,(n) =O(N) moowce saensemes myromuniukamueHo gynkyuetl.
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Joka3ateabeTBo. Mo umeem 0()=60,1)-0,() =1-1=1, y ecau (M,N) =1, mo
6(mn) = 6,(mn) - 6, (mn) = 6,(m) - (1) - 6, (m) - 6,(n) = A(m) - 6(n).
1
ITpumep. [IpoBepuTh, 4TO GyHKIUA f(n)= o~ ABJIAETCS

MYHBTHHHHKaTHBHOﬁ.

1
Pemenne. ®ynkuus f(n) = 7 SIBJISICTCSI MYJIbTUTTUKATHBHOM, TaK KaK JJIs JTFOOBIX

HaTypaJbHBIX Mun HUMECT MCCTO PaBCHCTBO!

f(mn) = 13:%-%:f(m)-f(n)_
(mn)> m° n

KoHTposbHbIE BONPOCHI:

1. Yto Ha3bIBaeTCS MYJIbTUILIMKATUBHON QyHKIMen? [IpuBeauTe mpuMepsl.
2. [lepeuncnure CBONCTBA MYJIBTUILIMKATUBHON (QYHKIIUU.

anamnemm AJIH CAMOCTOATECIBHOI'O PEIICHUA?

SBasieTcs MM MyJIbTUIUIMKATUBHON (DYHKIIMS:

1) f(n)=(n,6);
2) f(n)=[n6];
3) f(n)=sinzn;
4) f(n)=coszn;
5) f(n)=sin2zn;
6) f(n)=cos2zn;

. 7h
7) f(n)_sm7;
8) f(n):cos%n;
_cinZN .
9) f(n)=sin 3
—cos™M.
10) f(n)=cos 3

11) f(n) =cos%n;

12) T(n)=[n,7];
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8 ®@ynkuns E(X) (|x]), {*} u ee npumenenne B Teopun uncex

B Kypce MaTeMaTHUECKOTO aHaiM3a paccMmaTpubanack ynkuus Y =E(X) —
nenas yacth X . OHa onpezensercs Tak: ecau N<X<n+1, neZ, 1o E(X)=n.

Hamnpuwmep,

E(7,25) =7, E(x)=3, E(-4,75)=-5, E(0)=0.
Pasnocts X —E(X) o6o3mauaror (X) u HaseiBaloT ApoOHOIl dYacThio umcna X .
Hanpuwmep, (7,81) =0,81.
Ilyctb Mu n — HarypanbHble 4yuciaa. [lokakem, 4TO KOJWYECTBO HATYPAJIbHBIX
YyuCces, KpaTHBIX M U HE MPEBOCXOAIINUX N, pABHO E(%)
B camom pene, ecmu N=mq+r, rae 0<r<m, ToO TaKUMU KPaTHBIMH SIBJISIOTCS
ypcaa M,2M,...,qM . Ux konuuectBo pasHo (. Ho, ¢ apyroii ctopoHsl, u3 N=mq+r
CIEQYET, YTO n_ q+ r . Tak kak 0< r <1, 10 E(ﬂj TOXE paBHO ( .
m m m m

YTBepKICHUE JOKA3AHO.

Teopema 6. [lokazarenb, ¢ KOTOPBIM MPOCTOE YUCIO BXOAUT B KAHOHUYECKOE
npenacrasiaeHue yucna nl=1-2-...-n, paBen

) )-

k
(B cymme (1) OTIIMYHBI OT HYJISl JIMIIb YWICHBI, 1 KOTOPBIX N2> P°, mO3TOMY €Ciu

n
p°<n< p°?, To mocneaHUM, OTIMYHBIM OT HYJIS WICHOM OyIeT E(—S :
p
n
Hoka3zaTeabcTBo. Cpenu umcen 1, 2, ..., N ects E| — | uncen, xparusix p,

2

n 2 n k
E| — | — xpatmeix p°,....E F — KpatHbiXx P, u T.4. IloaTOMy KOJIHMUYECTBO

n n
4HCeN, KPaTHBIX [, HO He KPATHBIX P°, PaBHO E(—] - E(—Z , 4MCeJI, KpaTHBIX P’
p

n n
, HO He KpaTHBIX P°, paBHO E(?j - E[Fj U T.1.

2
Kaxnoe umcno 1, 2, ..., N kxparHoe P , HO He KpaTHOe [P° , 1daer B
npousBegeHun Nl=1-2-...-n oauMH NOpocTO MHOXKUTENb, paBHbIM P . Yucna,

2 3
KpaTHble P°, HO HE KpaTHble P°, marT ABa Takux MHOXutens u T.4. [loaromy
oOllee YUCI0 MPOCTBIX MHOXHUTENEH, paBHBIX P , B KAHOHHMYECKOM BBIPAKEHUU

yucia Nl TakoBO:
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31 A
)5

PackpbiBast ckoOKM ¥ MPUBO/ISl TOI0OHBIC WICHBI, TIOJYYUM CYMMY:

) ofp)rod )

Brraucienust yio0HO pacrnojiaraTh CIeIyOIuM 00pa3om:

nip
.
74lqalp.
Fal ﬂs{ﬂ_
0

Torma
c=Q,+(, +...+Q..
ITpu 3TOM AeneHue BeaeTcs A0 TEX MOp, MOKA HE MOJYYUM YaCTHOTO, MEHBILIETO ) .

8.1 Ceoiicra dynxumii | x | u {x}

1. [x] <x< [x]+1 U1 T000TO JIEUCTBUTENBHOTO uuciia X ¢ pPaBEHCTBOM
CJIeBa, €CJIM U TOJIbKO eciii X -IIeJI0e YHCIIO.
2. [k+x]=k+[x] ans mo6oro nenoro K u mo6oro aeficTurensuoro X .

3.Ecau X -neliCTBUTENILHOE YMCI0 W N -mejioe 4ucno, To NS X | ecin u
TOJNBKO ecii n<[x].

4, Hn eN:n< X,dIn}‘ =[x/d] ans m06Oro MOTOKUTENHHOTO ASHCTBUTENBHOTO
yycna X M Jis 1100010 HaTypanbHoro uucna d .

S. [[XH =[] st moGoro meiicTBHTENBHOrO YHCTa X .

6. [x/d]=[[x]/d ]| s moGoro monoxurensHoOro AciicTuTENbHOTO YMCHa X

1 1100010 HaTypabHoro yucia d .
7. [x]-2[x/2]=0 umu 1 qust mo6oro geicTBUTENBHOIO X |

8. nl= plkl . p2k2 pr':{“ , toe P; mpoberaer Bce mpocThle uYMcNa, HE
IIPEBOCXOIAIINE N u ki :[n/ pi]+[n/ pf}+[n/ p|3:|+

9.0< {X} <1 nna nroboro aeicTBUTEILHOrO X ¢ PaBEHCTBOM CJIEBa, €CIIU M
TOJILKO eciii X -1I€JI0€ YHUCIIO.

46



10. {k+X} ={X} s mo6oro nenoro K m mo6oro nefMcTBUTENBHOTO 4MCiIa

IIpumepsi:

1. Ha xakyro HauBBICIIYIO CTeNIeHb 7 AenuTcs yuciao 900!?
Pemenue. 3nece n = 900, p = 7. [losTomy

L300 {7 _
T_ 128 |7
_20 T . g
M8y T
60 56 -
-5
4

Haxonum: o =128 +18 + 2=148, a COOTBETCTBYIOIIIAs CTCIICHB 7

2. Haitnem xaHoHn4eckoe pasiokeHue yucia 20!

Pemenue. B xanonmueckoe paznoxkenue yucia 20! BXomsT TOIbKO CTEneHu
MPOCTHIX YuCell, He npeBocxoasumx 20, T.e. crenenn uucen 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19.
Haiinem nokasaTenu, ¢ KOTOPIMU 3TH MPOCTHIC YUCIIA BXOAAT B Pa3fioKEHUE YUCia

20!

20 |2_ 20 E _QGE _EDE
.22_10 E .]_E"_EE ?.94 EEHT. J.
010 5 |2 2 63 0 o

1727
0

10+5+2+1=18; 6+2=8 u 1.1
Oxkonuarenpno Haxomum: 201=2'°.3°.5%.7%.11'.13".17'.19" . DyHKIMSA

npoOHas yacte X, o603Hauaemas {x}, OTpEAEIISIETCSl KaK {x}=x—[x] . Hanmpumep,
(2,91=0,9, {-2}=0, {-2,3}=0,7.

3. CKOJBKO HaTypalbHBIX 4Kcel, He peBocxoasmux 1000, He genuTcs HU Ha
5, Hu Ha 77

Pemenne. Jlerko Bugers, uro |{neN:n<1000,5In}/=[1000/5] =200
[{neN:n<1000,7In}|=[1000/7]=142 ; |{neN:n<1000,35In}/=[1000/35]=28

Tora |{neN:n<1000,5fn,7n}|=1000—[1000/5][1000/7]+[1000/35] =1000-
200-142+28=686.
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4. CkoyibkuMu HyJsiMU okaHumBaeTcss uyuciao 2000! B nsaTHaanmaTUpU4YHOM
CUCTEME CUMCIICHUS?

Pemenue. J{ns HaxoxJeHUs1 HyJiel, Ha KoTopbelie okaHuuBaeTca 2000! B 15-i
CUCTEME CYHUCJIEHMs, JOCTaTOYHO BBISICHUTb, CKOJIbKO pa3 B KaHOHUYECKOE
paznoxkenue uyuciaa 2000! Bxoaut umcno 5: HyJdb Ha KoHIE 15-i 3amucu 4dmcia
o0OecrieuynBaeTcsi HaJUYMEeM B KAHOHMYECKOM Ppa3JIOKEHUH JIAaHHOTO YHCIIa

MHOKHUTENA 15=3*5, a umcio [2000/5]+[2000/52}+--- IATEPOK B KaHOHHYECKOM

paznoxenun uucia 2000! meHblle, 4eM YHUCIO [2000/ 3]+[2000/ 32}“-- TPOEK.

Vckomast BEMYHHA paBHa [2000/5]+[ 2000/5% |+ 2000/5° | +...

=400+80+16+3+0=499. Takum o6pazom, umcio 2000! OkanumBaercs B 15-i
cucteMe cunucieHus 499 Hyasamu.

5. Pemmnte ypaBHeHne [x]=1+2{x}.

Pemenne JI0CTaTOYHO 3aMETUTD, YTO 4yuciio 1+ Z{X} 00513aHO OBITH ICIBIM H,
cnenoarensio (X} =0 wm {X}=0,5 . B nepsom cmyuae [x]=1, To ects
x=[x]+{x} =1+0=1. Bo Bropom ciyuae [X]=2, 10 ectp x=[x]+{x}=2+0,5=2,5

. Takum 006pazom, perieHUsIMU ypaBHEHUS [X] =1+ 2{X} ABJISIIOTCS uncna 1 u 2,5.
KoHTposbHbIE BONPOCHI:

1. Pemute ypasuenue E (ZaX) =M thne a#0 u X - gelicTBUTEIBHBIE YHCIIA.

2. Haiinure, mpu KakoMm LEIOM HOJ0KUTEIbHOM [ BBIMONHSIOTCS COOTHOIICHUS

E(32,6m)=97 , E(27,4m)=140 .

1
3. Hokaxute, uto E(X)+E (X + Ej = E(2x) s mo6oro neiictBuTeNbHOIO X |

4. CKkoJIbKUMHU HYJISIMH okaHuuBaeTcs yucia 100!, 35!, 8156!.
YnpaxkHeHUs ISl CAMOCTOSITEILHOTO PellIeHus :

1) CxoJIbKO HAaTypabHBIX YKCEIl, HEe MpeBocxoasmmx 150, He aenuTcs Ha Ha 2, HA Ha
57?

2) CKOJIbKO HAaTypabHBIX YHCEI, HE MPEBOCXOAANUX 660, He IEIUTCS Ha Ha 3, HA Ha
11?

3) CKOJIbKO HATypaJbHBIX YHCE, HE MPEBOCXOSIINX 755, He IEIUTCSA Ha HA 3, HU Ha
137

4) CKOJbKO HaTypajbHBIX YHCEII, He TpeBocXoaammx 6330, He aenuTes Ha Ha 2, HU
Ha 3, H4 Ha 57

5) CKoJbKO IBY3HAYHBIX YMCEN HE JACIUTCSA HU HA 2, HU Ha 57

6) CKOJIbKO IBY3HAYHBIX YHCEN HE JACTUTCS HA HA 7, HU Ha 117
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7) CKOJIbKO IBY3HAYHBIX YMCEN He AenuTcsa Hu Ha 11, Hu Ha 137

8) CKoJIbKO IBY3HAYHBIX YMCEN HE ACIUTCS HU HA 17, Hu Ha 237

9) CkoJBKO CYIIECTBYET HATypalbHBIX 4Mces, He mpeBocxoasmux 300 ¥ B3aMMHO
npocThIX ¢ 1557

10) CkoJIbKO CYIIECTBYET HATypajbHBIX YHCE], HE MPEBOCXOMAINX 455 U B3aUMHO
MPOCTHIX C 2257

11) CkoJIbKO CYIIECTBYET HATYypajbHBIX YHCE], HE MpeBoCcXoasaux 150 U B3aUMHO
MPOCTHIX € 367

12) CKOJIBKO CYIIECTBYET TPEX3HAYHBIX HATYPaJIbHBIX YHCEJ, B3AUMHO IPOCTHIX C
9007

13) CKOJIBKO CYIIECTBYET TPEX3HAYHBIX HATYPaJIbHBIX YHCEJ, B3AUMHO IPOCTHIX C
6607

14) CKOJBKO CYIIECTBYET TPEX3HAYHBIX HATYpPaJIbHBIX YHCEI, B3aUMHO IPOCTHIX C
7007?

15) CKOJIBKO CYIIECTBYET TPEX3HAYHBIX HATYPaIbHBIX YHCE, B3AUMHO IPOCTBHIX C
1000?

16) CxoabKO CYIIECTBYET TPEX3HAUHBIX HATypalbHBIX YKCEN, B3aUMHO MPOCTHIX C
12007

3anuImMTe KAaHOHHYECKOE Pa3JI0KCHUC YHUCCII:

17) 15!; 18) 17!;
19) 19!; 20) 20!:
20!
21) 221 22) Tomor’
18! 18!
23) 9191 24) To181°
20! 221
25) 16141 26) 1111
221 141
27) 16161 28) Tv7y1
241 241
29) Toor 30) Tg161
251 32!
31) 131121 32) 15n71°
JlenuTcs nu:

33) 22! nall*:
34) 100! 1a 20%°;
35) 100! na 40% ;
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36) 99! #a30%;
37) 150! na50;
38) 200! na50%;
39) 350! #a100™;
40) 450! nal00%;

200!
na 50% .
41) Toomo0! ’
: 60 _
42) Taoi801 " 7
100!
6060_
43) 501501 " !
|
100%° -
44) 501501 !
45 ; na 100%-
) 751751 !
600! .
_ O 200
46) 30013001 ’
300!
PV 5520_
47) Toorz001 ™4 >
|
ag) 220 150' -
1001201

Pemmnre ypaBHeHue:

49) [x]=-3

50) [2x] =

51) [2x] =

52) | x*+2x-1]|=3;
53) [x2—7x 1} X+1:
54) {x} =0,
55) {x}=0,3
56) {2x}=0,4
57) {X’+5}=0
58) {X} = [x+13]
59) [x]=5+3{x};
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60) {x} =[x];
61) 3{x} =[x];

X—2
— =Ix!.
62) —5 =X
3
63) ~——={x};
64) 2{x}=[x];
9 @ynkuus Jinepa. Teopemsl Jiiiepa u @epma

9.1 ®yukuus Jiinepa

O603naunM yepe3 @(M) YuCIO KIACCOB BHIYETOB 10 MOAYTIO M | B3aUMHO
MPOCThIX ¢ M | T.e. YUCIIO AIEMEHTOB MPUBEICHHONW CUCTEMbI BBIYETOB IO MOJIYJIIO
M . Ee Ha3piBatoT GpyHKIMEH Ditnepa.

Br16epem B kauecTBE MPEACTABUTENICH KJIACCOB BEIYETOB 10 MOy IO M umciia
1,2,3, .., M -1. Torma (M) - KONMYECTBO TAKMX YHCEJ, B3AUMHO mpocThIX ¢ M .
Nupivu cnoamu, @(M) - KOMMYECTBO MOJOKUTENLHBIX YHCEN, HE MPEBOCXOAIINX
M ¥u B3aUMHO IPOCTBIX ¢ M .

IIpuMmepsbI.

1. Ilycts M =8. TlosiHas cucTeMa BBIYETOB MO MOJYIIO 8 COCTOUT U3 uucen 1,
2,3,4,5,6,7, 8. I3 HuX B3auMHO IPOCTHI ¢ 8 yucna 1, 3, 5, 7. Tak Kak KOJIMYECTBO
3THX yncen pasHo 4, To @(8) =4 .

2.Ilycte M =11. [lonHas cuctemMa BBIUETOB COCTOMT U3 yucen 1, 2, 3,4, 5, 6,

7, 8,9, 10, 11. Y3 vux B3aumHO mipocThl ¢ 11 wncna 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10. 3nauut
»(11) =10

ITIpu M =1 moyHas CHCTEMAa BBIYETOB COCTOMT M3 OXHOrO Kiacca 1. OOmmm
HaTypaJbHBIM nenuteneM umcena 1 u 1 sBusercs 1, (1,1)-1. Ha sToM ocHOBaHHH
nomarator @(1) =1,

[lepeiinem K BEIYUCICHUIO (PYHKITUU Diisiepa.

1) Eciiu M= p - npoctoe uucio, To @(p)=p-1.

HokazarensctBo. Boiuerst 1, 2, 3, ..., p—1 ¥ TOJBKO OHU B3aUMHO IPOCTHI C
npocTeiM guciiom P . ITostomy @(p)=p-1.

N k-1
2) Ecmu M= P" -cTenens npocroro uucna P, 1o @(m)=p~ " (p-1) (1)
k
Joka3zarenscTBO. IlonmHas cucrtema BBIYETOB IO MOIYIO M= P° COCTOUT M3

k k k
P* uumcen 1, ..., p° =1, P . HarypansHseie menutendn M SBISIOTCS CTEIEHIMH
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P . IToaToMy uncio & MOXXET UMETh OOITUi MenuTeNb ¢ M | OTIIMYHEIN OT 1, TUIIH

k
B TOM ciydae, korga d penurcs Ha P . Ho cpeam umcen 1, 2, .., P —1lma p

2 2 2
nenstea auiib yuciaa P, 2p, ..., P, ..., P, KomuuecTBO KOTOpHIX paBHO P :

k-1 k _ _
P=P ". 3nauut, B3aumMHO TpocThl ¢ M= P ocranbHBIE pk — pk 1= pk 1(p—l) .

TeM caMbIM 1OKa3aHO, 4TO @(m) = pk‘l( p-1).

Teopema 1. OyHkius Jiisiepa MyJIbTUIUIMKATUBHA, T.€. JIJI1 B3aUMHO MTPOCTHIX
yricemr Mun umeem @(MN) =@(m)e(n) .

Joka3aTeabcTBO. [lepBoe TpeOoBaHKE B ONpEAEICHUH MYJIbTHUILIMKATUBHON
(GYHKIIUM BBIMOJIHIETCS TPUBUAIBHBIM 00pa3zoMm: (GyHKIMs Diliepa onpenencHa ams

BCEX HATYpPaJIbHBIX YHCEII, IPUYIEM »(1)=1 . Ham Hajmo nuIIb 1MOKas3aTh, 9TO ECIH
Mu 1 B3auMHO MPOCTHIEC YUCIIA,
@(mn) = p(M)g(n) ()
PacriookuM MOJHYI0 cucTeMy BbideToB 1o moxyiaro MM B Bume MxnN -
MaTpPHIIbI

1 2 m
m+1 m+2 2m
(n=Ym+1 (n-1)m+2 mn

[Tockompky M#U 71 B3aMMHO HPOCTHI, TO YUCIO B3AUMHO IPOCTO ¢ MN Torma u
TOJILKO TOrja, korja X B3auMHO Tpocto ¢ MU X B3aumuo mpocto ¢ N . Ho uucno

km-+t B3amMHO pocTo ¢ M B TOM M TOJIBKO B TOM CiIydae, KOTaa t B3aUMHO MPOCTO
¢ M. IlosTomy uucna, B3auMHO HpocThie ¢ M, pacnonararoTcs B T€X CTOJIOLAX, s

KOTOPBIX t npoOeraeT MpPUBEACHHYIO CHUCTEMY BbIYETOB 1o moxaymo M . Yucio
Takux ctonbuos pasHo @(M). B kaxJa0oM cToJOLE MpeACcTaBleHa MOJIHAs CUCTEMA

BBIUETOB 10 Moxaymo N . U3 stux Beiuetos ¢(N) B3aumuo npoctsl ¢ N . 3nauwr,

o0I1ee KOJIMYECTBO YUCEII, B3aUMHO MPOCThiX 1 ¢ M u ¢ N | paBHO @(M)e(n) . Dtu
yucia, W TOJBKO OHHM, B3aMMHO TpocThl ¢ MN . TeM cambiM J0Ka3aHO, YTO

@(mn) = p(m)e(n).
BoruycnuM  3HadeHue QyHkiuu Ditmepa  @(M) | 3Has  kaHOHMYecKoe

npeAcTaBieHue yuciaa M : M= PP . B CUJIy MYJIbTUIUIMKATUBHOCTH ¢(M)

umeem: (M) =o(p*) - e(p*)
ITo popmyre (1) momydaem, uto o(p;’) = p{ " (p, —1) u moTomy

p(m)=p~ - pe (P =) (p =) (3)
" @ 1 1
PaBeHcTBO (3) MOKHO Tiepernucats B Buge: @(M)= P -+ p* (1—3) " (1—p—) :
1 k
[ockoaeKy Pi* -+ P =M, o
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p(m) =ml-1)- (-2 @)

1 k
®dopmyina (3) uinm, 9To-TO Ke camoe (4) U SIBISIOTCS UCKOMOM.

IIpumepsl.

1. Beruucnutb ¢(24), ¢(5600)

Pemenue.
[Tockonbky cpenu uucen 1, 2, 3, ..., 24 poBHo 8 uucen (umenHo, 1, 5, 7, 11,

13, 17, 19, 23) BzaumHo mpocTsl ¢ 24, To no omnpenenenuo ¢(24)=8 . Ecmu
1 1
BOCIIONB30BaThes hopmymoit: P(24) = p(2°-3) =24 (1—5) ‘ (1—5) =8,

[Tockonbky 5600 =2°.5%-7 , TO uMeeM

5.52.7) 25600 (1— 1) (1—1). (1— 1)
¢(5600) = p(2°-5°-7) =5600- (1 2) a 5) a 7) 1920

2. CKOJIBKO CYIIECTBYET IIPABUIIbHBIX HECOKPATUMBIX JApOOEH CO 3HaMEHaTeJIeM
2207

a
Pemenue. J[po6n 290 BIICTCS NPaBWIHHOW HECOKPATUMOW APOObIO TOTNIAa U

Tonbko Toraa, korma @ € N,a <220u(«,220)=1. Yucno Takux apobell paBHO
1 1 1
#(220). Tlocxomxy ¢(220) = p(27-5:11)=220-(1-2)-(1=2)- (1= 1) =80, 10

MPaBUJILHBIX HECOKPATUMBIX JApo0Oeit co 3HameHaTenem 220 pasuo 80.

9.2 Teopembl Jiisiepa u ®epma

[lepeiinem Kk u3ydeHuto Tpymmsl [, mHenuTenell eIUHHUIBI B KOJBIE BHIYETOB
Z,,. Dra rpymnna kommyTatuHa u cogepxut @(M) snementos. JT06oit smemenT a
rpymbl 1, TOPOXKAAET MUKIUYECKYIO MMOATPYIIY, TOPSA0K S KOTOPOH IO Teopeme
Jlarpamxa siBaserca pgemmteneM umcia @(M) , @(M)=St (uncmo S Ha3pIBAIOT

— < = —p(m) —st —Ss =t =
nopsakom kmacca a ). Tak kak a°=1, to @ =a :(a ) =1 =1, JIna moGoro
—o(m) =

knacca BeraeToB A € I BhImonmHseTcs paBeHcTBO & =1,
OOBIYHO ATO yTBEpXkACHUE (HOPMYITUPYETCS Ha SA3BIKE CPaBHEHUN: BMECTO
—p(m) = m
paserctBa @ =1 rmmyt cpasrenne a”™ =1(mod M).

WNrak, MBI I0Ka3aiu CIEAYIOIUIYI0 TEOPEMY:
Teopema 11 (Ditnepa). Eciu @ - Takoe uncino, uro (&,M) = 1,10 a”™ =1(mod
m).
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Oco0eHHo mpocToil BUJ Teopema Diepa npuHUMaet, ecau M= P - mpocToe
gycno. B atom ciiyuae @(P) = P—1, a moTomy nosydaem ciemyomiee yTBepKIeHHE:
Teopema 12 (mamas teopema ®Pepma). Eciu P - mpocroe uucimo u 4 - menoe
YHCIo, Takoe, uto (a4, P ) =1, To
a*=1(mod p).
YacTo HCIONIB3YyeTCsl CIIeACTBUE Majioi TeopeMbl Depma. Ecim P - mpoctoe
YKCJI0, TO JIJIS JIF0OOTO IIeJIOro Yrcia d MMEeT MECTO CPaBHEHHE:

a’P=a(mod pP).

JHoxazarensctBo. a) Ecu (&, P) =1, To cormacHo teopeme depma aft=1
(mod P ). Tocne ymHOKeHHs 00OeMX YacTeil TOro paBeHCTBA Ha A, MOJYYHM:
a’=a(mod P).

6) Ecom (@,P )# 1, to @ gemurcs Ha P . Ho Torma u mpousBeacHHE
a(ap‘1 —1): a’-a.

Toxe nemutcsi Ha P, T.e. @° —a=0(mod P ), wm a® =a(mod P).
Wrak, mig 1r000ro Hejioro ynciia d uMeeM:
a’=a (mod P).

KoHTposbHbIE BONIPOCHI:

1. Matite onpenenenue GyHKuu Ditsiepa. UTo 03Ha4YaeT CUMBOI (o(m) ?
2. KakuMu OCHOBHBIMH CBOWCTBaMH o0amaet GpyHkmus Diinepa?

3. Hammmure Boipaxenne mis @(M) 10 KAHOHHYECKOMY pasiIoKCHHIO dmcia M.
BerumciuTe, mos3ysck otuM Beipaxennem, @(100), o(75), o(114).

4. Yemy pasna cymma: @(1)+¢(2)+¢(3)+¢(6)+¢(9)+¢(18)?
5. CKObKO HATypaJbHBIX YKcel, He mpeBocxoaamux 120 u B3auMHO npocThiX ¢ 407
6. Chopmynupyiite Teopemsl Ditnepa u Oepma.

anaxmenml I CAMOCTOSTCJIBHOI'O PEINCHUA

Brraucaure:
1) ¢(11); 2) ¢(15);
3) ¢(22); 4) ¢(255);
5) ¢(788); 6) ¢(1256);
7) (p(ZOOO); 8) (0(9844);
9) ¢(9(44)); 10) ¢(#(120));
11) ¢((145)); 12) ¢(7(99)) ;
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CKOJIBKO CYIIECTBYET MPABUIILHBIX HECOKPATUMBIX IPOOEi CO 3HaMEHATEIeM:

39) 175;
41) 230;

43) 1000;
45) 7(142);

47) 7(355):;
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40) 190;

42) 456;

44) 1250;
46) T (200) ,

48) 7(528):



49) 7(1000):
51) o(120);
53) &(300);

Beruucnure:
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7(100)

117) ¢(100)!na o (100)";

118) ¢(75)tnac(75)";

119) ¢(81)lnac(81)™;

120) ¢(101)tnaz(50)";
(

o(114) |

121) ¢(114)'har(114)";

10 KoHeuHble LeNHbIE IPOOH
10.1 IlpeacraBieHue PAUMOHAJBHBLIX 4YHCEJ] KOHEYHBIMH LENHbIMU
ApOOSIMHU.

a
[Iycte U - panuoHanbHOE YHCIIO: t:B, b>0 . Yucno t mMoxHO

MPEACTaBUTh B BUJE JpoOKM 0COOOro BHIA. DTO MPEICTABIECHUE TECHO CBSI3aHO C
anroputMoMm EBkimna. Ilpumennm anroputm EBknmma x ymcnam a u b
IIOCJIEIOBATEIBHO ITOIYYUM:

a I
a=bq, +r, B:qo-i_g,
b b g, +
=rqg, +r,, — =Y T,
1™ 2 r, r,
r1 r3
n=rgq,+r,, r__q2+r_’ (l)
2 2

rn—2 — rn—lqn—l + I'-n !

n-1 __
rn—lzrnqni r _q”'
n
W3 BTOpOro paBeHCTBa MOJIy4aeM, YTO
I, 1
O+~
r1
[ToacTaBsist 3TO BbIpaKeHHE B MEpBOE PaBeHCTBO (1), momydnm:
a 1
B =, + re (3)
O+~
r

1
Ho u3 tpetnero paBenctra (1) cneayer, 4to
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—
gt

[ToacTaBisist 3TO BEIpAKEHHE B EPBOE PaBEHCTBO (1), momyuum

& gt
b ™ 1
g, +
+-3
%y
B koHI1€ KOHIIOB IMOJIy4YUM:
a 1
o= T (4)
BT
q, +...+ —

as

CoxkpartieHHo 1poos Bua (4) Oyaem 0003HAYaTh:

a_ .
B—[qo,ql,qz,---,qn].

Onpenenenue 1. IlpencraBrnenue (4) palMOHAIBHOTO 4YHCIA HA3bIBACTCS
KOHEYHOMU LIEMTHOM MJIM HETIPEPBIBHOM JIPOOBIO.

a
Yucna Q,,9,,d,,...,d, Ha3bIBAIOTCI HenoaAHbBIMU YaCMHbIMU YnCTIa — , Bce (.

b

- ienble, a HauuHas ¢ (; - HaTypaJIbHBIE.

a
Ecmu npo6s — monoxwurenbHas, To (, - HarypampHOoe mpu a>Db (torma

b

a a
B:[qo;ql,qz,...,qn])n d, =0 npu a<b (B aTom ciydae Bz[O;ql,qz,...,qn]).

a
Ecau npo6n B OTpHIIATEIbHAS, TO €€ MOXHO MpeAcTaBuTh B Buae — | + =+ (
1

a
l,a,,b, - HaTypanbHbIe; b—l - MpaBUJIbHAS MTOJIOKUTEIbHAS IPOOB).
1

a :
Torna E:[—I,ql,qz,...,qn], q, =-1.
3neck nenoe 0, <0; q,,q,,...,, — HATypanbHEIE.
a
Ecim —=c¢ - nenoe, To ¢ = [C]

b

Hamu nokasana ciemyrolas Teopema:

Teopema 1. Bcskoe panmoHaaIbHOE YHCIO MOXKET OBITH MPEJCTABICHO B BUJIC
KOHEYHOU IETTHOM ApoOH.
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IIpumepsi:

1 =[7:2111,2]

155
7+ 1

l.izf—

21

1 =[0:16,3.1,3]

+7
3
43 3

35

43
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P LA B L ~[-11141,21,2,3]

5. 2i1 0+ [021]
6. 7=[7]
7. -5=[-

5]

Ecnmm pgomycTuTh, 94TO TOCIIEHEE HEMOJIHOE YaCTHOE MOYKET PaBHATHCS 1, TO
JUTSI BCSAKOTO PAIMOHAIBHOTO YHCJIa MOKHO TIOJYYHTh JIBA MPEJCTABICHUS B BUJIC
KOHEUHOU 1IEMTHOU ApoOH.

IIpumep.
o O
5 1 1
1+ — 1+

1 1
1+= 1+—1
2 1+~
1

Teopema 2. IlpencraBieHue palMOHAIBHOTO YHWCIA B BUAE HENPEPHIBHOU

IpoOu, TAKOM, YTO MOCIIEAHEE HETIOJTHOE OTJIMYHO OT 1, €IMHCTBEHHO.
a
Jloxka3aTejbCTBO (0T MPOTUBHOIO). [IycTh BO3MOXHBI 1Ba MPEACTABICHUS YK CIa b

B BHUJ€ KOHEYHOU [IEITHON z[po61/1'

B:[ao;al’az""’an]; b [bo’bl’b2' ’b] (5)
1 1
Torma a, + 1 =D, + 1
a + —1 bl +
a,+.+— b, +..+ —
a'n bk
PaccmoTpum BTOpOE ciiaraeMoe JIeBOW YacTH paBEHCTBA, 0003HAYMB €ro Yepe3 C:
1
c=a, + ) 1
% 1
a,+.+—
a

n

3neck Bce a; - HarypanbHble. Eciiu n>1, 10 0<c<1.
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Ecm n=1, a,>1, 1o u B 3tom ciaydae 0<c<1l. Ecm n=1 u a, =1, 10 c=1.
[TockonbKy 3TOT ciiydaii UcKitouaetcs (1o yciaoBHIO Teopembi), To 0 < c <1 Bcerna,

T.€. ¢ — IpaBUJIbHAs APOOb.

a
Torna B=a0+c,rz[e O<c<l1.

AHAJIOTUYHO:

a
B=b0+|,rﬂe O<l<1.

d
910 3HAa4YUT, 4TO ao )51 bo - IOCJIBIC YaCTHU OJHOT'O M TOI'O >KC 4YHClia E . Ho tak

KaK I1eJ1asi 4acTh YKCIIa OIpeIeNiesiTecsl OHO3HAYHO, TO 8, =D, .
[Tocne BeluuTaHus a, u b, U3 obeux yacrtei (5) MOMyYnM paBHBIC APOOU C

PaBHBIMHU YHUCIIUTCIIAMHA, HO TOI'/Ia U 3aHAMCHATCIIN 3THUX z[p06el71 PaBHEIL, T.C.

a1+;1:b1+ 1

a, +.+— b, +..+—
a'n bk

Paccyx/asi aHaJIOTHYHO, MOJYYUM ToceaoBaTensHo & =b, a, =b,, ..., u T.1.

Jlanee BO3MOKHBI TPH CITyYas:
D n=k;2) n<k;3) n>k.
1-ii cayyait. n=k . Torma momyunm: & =b,, a,=Db,, .., a =b, . Teopema
JI0Ka3aHa.

2-i cyyaii. n <k . Torna nomyunm

a, =b, — (6)

1
b, +.+—
k

a, - nenoe yrcio. [lepsast yactb paBeHCTBA (6) MOXeET ObITh enbIM pu K=N+1 u

b.., =1, HO 3TO MPOTUBOPEUHT YCIOBHUIO. 3HAYUT, caydail N <K HEBO3MOXKEH.
AHaJOTHYHO JOKa3bIBaCTCA HEBO3MOXKHOCTh W ciydas N>K . Ocraetcs

nepssi cyyaii: N=K; a,=b,; a =b, a,=Db,, ..., a, =b,. Teopema noxazana.
Teopema 3. Beskas koHeuHast 1ieHast [pOOb €CTh PallHOHATBHOE YHCTIO.
JNoka3ateabcTBo. I[lycth mana menHas apo6s (4). Eciam  mpousBectu

yKa3aHHble apuMeTHiyecKkue nIeicTBus Haa uensiMu uucnamu 1 u Q,;0,,9,,...,4, TO
IMOJIYYUM pariOHAJILHOE YHCIIO.

10.2 Tloaxoasinue ApodM U UX CBOIiCTBA.

Onpenenenue 2. /[poOu
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s P % s P _ 15 P 1

2
0 1 Oy = :qo+_752: =Q, +
QO 1 1 ql 2 ql + i

q,

M T.J. Ha3bIBaeTCs NOAXOMSAIIMMU JpoOsIMH  1EenHOW Jpodu (4) win

a

COOTBETCTBYIOIIIETO el Yucia E .

P a
OueBuaHO, YTO MOCHEAHSA OAXOAAIAA APOOb O, = Q” CCTB HHCIO | .

Kaxxgas monxossmiast ApoOb €CTh HEKOTOPOE palroHanbHoe yncio. [locraBum

3ajaqy Hailtu oOuryro (opmyriy A BBIUMCICHHUS MOAXOJAIICH IpoOH I000ro
opsiaKa.

3aM€TI/IM, 4qTO S-d noaxondinas ,ZIpO6I> 53 IMOJIYy4acTCsA IIYTCM 3aMCHBI qsf1 Ha

1
q., + q—s
HOI[XOI[HH_II/IC I[pO6I/I IMOCJICA0BATCIIbHO MOKHO IIPEACTABUTL B BUJIC!
5% P s o 1 G4+l B
1 QO ql ql Ql
5oq+—t —q 4T %00 *0+0d (G0 +1D, +0,
2 0 0
g+ L 4%+l 0g+1 9,0, +1
d,
— quz + I:)o — i
QA +Q Q,
Otkyna
_Ph _Pa,+hR

©Q Q0,+Q,

[Tpenanonokum, 4To I S-i MoAXOAAIIEeH ApoOH UMeeT MeCTO (hopMyJia:
P _P.a+PR,

=—= = , 1
©Q Q.a.+Q,, @

¥ JOK)KEM CIPaBEUIUBOCTD 3TON (GOPMYIBI IS MOAXOISIIEeH 1podu o, .

" 1
Tak xak o,,, moxydaercst u3 O, 3aMeHOH (|, Ha (, + ——, TO MOJY4IHM:

s+l

Ps—l qs +— |t PS—Z
5 — Ps+l — q5+l — (qs Ps—l + Ps—z )qs+l + Ps—l — Psqs+l + Ps—l
o Qs+l 1 st—l + stz S+1 + Qs—l Qs S+1 + Qs—l .
Qsl(qs + j + Qs—Z (q )q q

s+l

Ha ocHOBaHMM mNpuHINIIA MAaTEeMAaTHUYECKOW WHIYKIMW 3aKJII0YaeM, YTO
dbopmyna (1) cnpaBennuBa J1st J1I0O0TO S.

63



Beinmuimem pexyppeHTHble (QOpMyNbl JUlsl BbIUMCIEHUS uucnurened P u
3HameHarene Q, moaxomsmmx aqpodeil (3aKOH COCTaBICHHS TOAXOAAIINX APOOeit):

P=q,, P=q,0,+1,ampu s>1, P=P.,qg +P_,

Qo :17 Ql = ql ' Qs = Qs—lqs + Qs—2 )
Breruucnenus YI[06HO ITPOBOJUTDL I10 CXCMC:
S 0 1 2 ... S s+1 n
qs qO ql q2 qs qs+l qn
Ps 0 Po:qo P1:Poq1+1 P2:P1q2+Po PS:F)S—1q5+F)S—2 Pn
Qs 1 Qo =1 Ql =Q, Qz - Q1q2 + Qo e Qs - Qs—lqs + stz Qn

Hanpumep, s momydeHus P, HyXKHO cTosee Haj HHM 4HCIO (|,
YMHOXHTh Ha CTOsiee cieBa OT KieTku it P, uncmo P, m k pesymprary
npubaBuTh crosmee ciesa oT P, uncno P, . Anmanornano Beraucnsercs Q.

[IpaBUABHOCTh ~ IPOJEIAHHBIX  BBIYMCICHUN IPOBEPSTCS  COBIAICHHEM
IOCIEHUX BBIYMCICHHBIX BblpaxeHud 11 P, u Q, ¢ uyuciurenem a

3HaMeHaTesleM b npobu — (eciii — HEeCOKpaTHMa).

b b
232 .
IIpumep. PaznoxuMm B HENpEphIBHYIO JAPOOb YHCIO 17 U HallgeM Bce

MOAXOASIINE TPOOH PA3I0KEHUS.
C nomokto anroputma EBknmnaa nosyvyaem:

232
—7 = [13;1,1,1,5]. [Toaxoasmue npoOK HAXOIUM IO CXEME:
S 0 1 2 3 4
a, 13 1 1 1 5
P |1 13 14 27 41 232
Q. |0 1 1 2 3 17
5 0 1 2 3 4
q. 13 |, (D 1 1 5
P (L1357 | 14 27 41 232
0. 0 1 1 2 3 17
[TocnenoBaTeabHbBIE TTOAXOISAIINES IPOOH:
41 232
50 :E; 51:E; 52 22; 53:_; é‘4 =——".
1 1 2 3 17

10.3 OcHoBHBIE CBOiicTBA MOAXOASIIIUX APOOei
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1) Yncaurean ¥ 3HAMEHATEIM MOAXOIAIIMX JAPodell — meJsible YMCJIa;
3HAMEHATEe/M, KpOMe TOro, 4YHCJIa HaTypajbHble H 00pa3yloT
BO3PACTAIOINYIO NOCJIe10BATEILHOCTD.

Jloka3zareabcTBo: IlepBoe yTBepKIeHHE oueBHMAHO, Tak Kak (; - memwlie
qucia.

JokaxeMm BTOpOE. JIeMCTBUTENBHO, QO =1 Q1 =Q, 2 1, anpu S > 2
Q=Q.0,+Q,.me 0. 21, Q, 21, Q. , =1, (1)

3naunt, Q, > Q.

2) YucaureJau M 3HAMeEHATe U ABYX COCECIHHUX MOAXOAAIIUX upoﬁeﬁ
CBA3aHbI COOTHOILLICHUECM

P.Q. —PQ., =(-1)". (2)
Jloka3aTesibCTBO. VCroib3yeM METO MaTEMAaTUUECKOW HHAYKIIHH.
a) npu S =1 umeem:
PO = qo , QO = 1’
Pl =0,9, +11 Q1 =q,
a Ple - P1Qo =0,0;, — (qoql +1) 1=-1= (_1)1 )

T.e. ipu S =1 cooTHOIIEHHE (2) UMEET MECTO.
0) [Ipeanomnoxxum BepHOCTH hopMyJbl (2) mast S=K:
k
P.Q —RQ. = -1
Y JIOKaKeM BEPHOCTB ee it S=K +1.

Pka+1 - Pk+1Qk = Pk (quk+l + Qk—l)_ Qk (quk+1 + Pk—l): Pkaqk+l + Pka—l - Qk quk+1 -
- Qk Pk—l - _(Pk—le - Pka—l ) - _(_1)k = (_1)k+1
Hrak, Pka+1 - Pk+1Qk = (_1) “

Torga coryiacHO NMPHHIIMITY MaTEMaTHYECKOW MHAYKIUH (opmyna (2) BepHa
IS TF0OOTO HATYPAIBHOTO S .

P

3) Tloaxoasmue Apodu Q_S HECOKPATHMBI, T.€. (Ps ,Q, ) =1,

S
Jloka3zareJbcTBO. JICHCTBUTENBHO, COTJACHO CBOMCTBY 2) MOAXOISAIIUX
npoOei uMeeM:

Ps—le - Pst—l - (_:I‘)S .
Ecu 10mycTUTh, 9T0 (Ps,Qs)il, T.€. 4TO (PS,QS)= d >1, to u3 paBencrsa

(1) m. 2 cnenyer, 4TO (—l)S nemurcst Ha 0 >1, yro HBO3MOXHO. CllemOBaTENBHO,

(P.Q,)=1,
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a
3ameuanue. Eciau panuoHanbHOE YHUCIIO b Pa3NOXUTh B LIETIHYIO IpOOb, TO

d
HOJETHSS TOAXOsmas Apo0b O, B 3TOM DPA3JIOKEHWH HECOKpaTUMa M paBHA b

Takum 006pa3om, pa3ioKeHHE B LIETIHYIO TPOOb MO3BOJISIET COKpAIATh JPOOH.

4)  INoaxoasuiue APOOH YeTHOTO MOPSAKA 00Pa3yHOT BO3PaCTAIOIILYIO, a
HEYETHOT0 — YOBIBAKIIYIO MOCJIEI0BATEILHOCTD.

Joka3zareabcTBo. [lons3yscs dopmynamu (1) u (2), nomyuum:

L _ i _ Pk—ZQk — Pka—z _ Pk—2 (Qk—le + Qk—Z)_ (Pk—lqk + Pk—2 )Qk—2 _

Q. QA  Q.Q Q-Q,
— 0, (Pkszk—l B Pk—le—Z) _ 0, (Pk—le—Z — Pk72Qk71) — (_1)k_1Qk
Qkszk Qk—ZQk Qkszk .

Nrax i® - it = (_1)qu
Q. Q Q.LQ
P P P P
Ecau Kk - gyerHOE€, TO 2 — <0 , WIIN =< _k,
Q ) Qk Qk—2 Qk

T.e. TMOAXOASIIME JpoOM  YETHOrO  MOpsaka O0O0pa3yloT  BO3PACTAIONIYIO
MOCJIEI0BATEILHOCTD.

P, P P, P

k-2 k k-2 k
Ecmu Kk - HeueTHOE, TO —— >V um >—
QL QT QL QF

T.e. TMOAXOASIIME  ApoOM  YETHOrO  Mopsiaka  oOpa3yroT  yOBIBAIOUIYIO
MOCIIE0BATEIHHOCTb.

P

k
5) Kaxknas noaxoasimass apodb Q_ YEeTHOI0 TMOpfAAKa MeHbIIe
k

P, P

k-1 k+1
MOAXOASIIUX APodei U :
Q k-1 Qk +1

Jloka3aTeabcTBO. crionb3yst CBOMCTBO 2 MOIXOMAIINX APOOeH, HAXOTUM:

P, P,_PRQ.,-P.Q _-(P.Q-PQ.)_ -(-D_(p“~

Q  Qu Q.Q: Q.Q: QQ Qu.Q
3amensia kK Ha K +1, momydum:

Pk+1 _ Pk _ (_1)k+2

Q. Q& QQu:
Ecmu k - uerno, to (=1)* =—1<0,a (=1)** =1>0. 3uauur, npu yetnom K
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P P, P P

k k+1

< gy — < ,
Qk Qk—l Qk Qk+1

P
k
CaencrBue. Kaxmas nmoaxopsmas apoOb Q_ HEUYETHOI'O TOpsSAaKa OOJIbIIIe
k
Pk_l I:)k+1

MMOOXOIAIINX Ilp06ef/'1 U .
Qk_l Qk+1

6) JIrob6ass noaxoasimasi ApoOb YeTHOr0 MNOPSAJAKA MeHbIe JI000i
NMOAXO/sIIIel 1Po0Or HEYeTHOT 0 MOPSAKA.

Joka3aTeabcTBo. Ha 0CHOBaHMM 4ETBEPTOrO M MIATOIO CBOMCTBA IIPU | >k
HOJyYaeM:

I:)2I+2 < P P

Q2I+2 Q2I+l Q2k+1 .

[Tpu | <k [10JIy4aeM:
P, P P

21+2 2k+2 < 2k+1

Q2I+2 Q2k+2 Q2k+1 .

CrnenoBaTenbHO, TIPU JIIOOBIX COOTHOIICHHUSX MEXAy | u K BbImomHseTCs
PaBEHCTBO:

P, P
>

21+2 2k+1

Q2I+2 Q2k+1 ’

KOTOPOE J1I0Ka3bIBAET CBOMCTBO 6.

7) Ecim t - moJsoxkuresbHOe palHOHAJBbHOE YHCJIO0, TO NPHU €ro
pa3jioxKeHUM B LENHYKW JApo0b 4YeTHble MOAXOAsIIHe [aApodu —
NPUOJINKEHHS 110 HEAOCTATKY, 2 HeYeTHbIE M0 U30BITKY (32 HCKJIIOYEHUEM
nocJeHel Apodu, coBnaaaromei c t).

Joka3aTeabcTBO. Ecnu mocnensss noaxonsias apoOb, COBHAAaroIias ¢
gucioM U , yeTHOro mopsiaka, TO OHA (MO CBOWCTBY 4) OOJNBIIE OCTAIBHBIX
NOIXOMAIINX JpoOei YEeTHOro MOpsaKa, KOTOphle AT, TakuM oOpa3om,
npubmkenus t mo Hemoctatky. Bmecte ¢ Tem umcio t kak moaxonsiias JpoOb
YETHOTO MOpsiiKa MEHbIIe 00N MOAXOoAsmed IpoOM HEYeTHOro mopsijaka (1o
CBOMCTBY 6), a MOTOMY HOJIXOJSIIME APOOM HEUYETHOro mopsiaka gasTt s t
NpuOIMKEHHEe ¢ M30BITKOM. AHAJOTHYHO pacCMaTpuBaeTCs Clydail, Korna
NOCIEAHsIsT moAxoasnias Apodb, coBmajarouas ¢ t, sBisercs IpoObI0 HEUYETHOTO
nopsiika (YUTATEN0 PEKOMEHAYETCS PACCMOTPETh ATOT CIydyaid CAMOCTOSITENIBHO).
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P

k

8) Ecmm t - nonoxureasnoe PALMOHAJIBHOE YHCJI0 H -

Q

noaxoasimasi apodb K -ro mopsizka B pa3siokennud { B HempepbIBHYIO
Apo0b, TO

_ k‘g l < 1 (3)
Ql Q..

Jloka3aresbcTBO. Tak Kak Ha OCHOBAaHMM CBOMCTBA 7 4MCIIO { 3aKIIIOYEHO
MEXTy JIFOOBIMH JIByMSI CBOUMH COCETHUMHU MOAXOSIIUMH APOOSIMHU, TO

t

_RIR R “
ARCECE
Ho
Pk Pk+1 _ (_1)k+1 _ 1
Q Q. a2l e.Q )

(cMOTpHTE T0KA3aTEIILCTBO CBOMCTBA 5).
Tornma uz (3) u (5) cnenyer:

P 1
t— < )
Qk Qka+l
1 1
Tak kax Q., =Q, 0., + Q. ., To Q..>Q, ,a OTOMY Q0. < ka .
CnenoBaTelbHO,
t- | T 12 :
Qk ‘ Qka+1 Qk

Ipumep 1. B mnpeasinymem npumepe (cM. ¢. 64) oneHute npuOIMKEHUE

232 ) 27
ypcna t = 17 OAXOSAMIIEN JPOOBI0 O, = 5

Pemenne. Ha ocHoBaHuM HepaBeHCTBA (3) MoTydaeMm:

t—232|£ 1 _ 1 :1.
17/7QQ, 23 6
357 . .
Ipumep 2. 3amMeHUM YHCIO ﬁ TaKOW TOAXOJAIICH APOObI0, YTOOBI

ITOJIyYEHHAs IPU 3TOM NOorpemHocTh He npesbimana 0,001.
Pemenne. Pa3naraem gqaHHoe 4KcCIIO B LIEMHYIO APOOb:
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357|274

- 274]1
274] 83
T 249 3
83| 25
75—
258
23
81
| 8

0
[Tomyuum:

37 _ [1;3,3,38].

274
Haxoaum noaxossiue 1poou:
S 0 1 2 3 4
d, 1 3 3 3 8
P |1 1 4 13 43 357
Q. |0 1 3 10 33 274

357 13 1 1

—-< > .

274 10/ 10-33 1000
CnenoBaTenbHO, IpoOh O, HE TOAXOIHT.

357 43 1 1

— < < .

274 33| 33-274 1000

43
Otser. Mckomas noaxoasmas 1pobs 0, = ﬁ .

IIpumep 3. PaznoxuMm B 1enHy0 ApoOb UM 3aMEHHUM MOJXOMSIIECH TpoObiO C

TOoYHOCTHIO 10 0,001 ynciao \/E .

Pemrenue. I1o Teopeme Jlarpanxka Bcsikas KBaJpaTU4Has UPPALMOHAIBHOCTH
pasnaraeTcsi B MEPUOAMYECKYIO IEMHYyI0 IpoOb. HaxokneHne HEmoJHBIX YaCTHBIX

0y:9;:9;,--.,0, uennoit npodu [qo;ql,qz,...,qn] CBSI3aHO C TPOIECCOM BBIJCICHUS

nenon yactu yucina. [lomyqaem:

\/§=2+i;061 L =\/§+2=\/§+2;

a, :\/5—2
1

1

a:4+i-a2= =

' a,’ a, —4 (\/§+2)—4
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3amevaem, uto &; = X, , ClIeN0OBaTEIbLHO, HEMOJIHBIE YaCTHBIC, HAUnHAsI ¢ &, OyayT

OBTOPSATHCS U J5= [2;(4)] (uucno 4 B nepuoje). B pazBepHyTOM BHJIe MOTyUYEeHHAS

1enHasi ApoOb UMEET BUJI;

J5=2+ 1

4+ 1
1
4 + R
4+
4+...
CocTaBuM TaOIMUITy MOIXOAIINX IPOOEii:
S 0 1 2 3
d, 2 4 4 4
P |1 2 9 38 123
Q. |0 1 4 17 72
P, 38

B ywacTtHOCTH,

Q,

17°
Orser. /5= [2;(4)]; V5=

38
17-72>1000, Jﬁzﬁ.

38
17"

IIpumep 4. Haiinem neicTBUTENBHOE YHUCIO « , KOTOpoe oOpamiaercs B
LETHYIO ApOo0b [2,3,2,2,1,2].
Pewmenue. [2,3,2,2,1,2] - KOHEYHas IlerHas Jpo0b, ClieIoBaTeIbHO, €€

3HAYE€HUE €CTh PAlMOHAIIBHOE YUCTIO X .
CocTtaBuM TaOIMITy MOAXOISAIINX JPOOEH:

S 0 1 2 3 4 5
d, 2 3 2 2 1 2
P |1 2 7 16 39 55 149
Q |0 1 3 7 17 24 65
[Tocnenusst moaxoasamias ApoOh COBMAIAET CO 3HAUYCHUEM IIEITHOM IPOOH.
.18
OtBer. & = 65 -

Ipumep 5. Haiinem pAeilcTBUTENBHOE YMCIO & , KOTOpOE oOpaiiaercs B
LENHYO Apo0h [(1;3)].
Pemennue. [(1;3)] - YUCTO NEPUOANYECKas LenmHas ApoOb:
1
1

a=1+
3+
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Tak kak BBIPAXKCHUEC, HAYMHAIOIICCCA C HCIIOJIHOI'O 9aCTHOI'O 1, HMECT TOT KC

B/
1+ !
1
3+ T
1+
3+...
TO MBI, OYEBHIHO, MOXKEM 3aITHCATh:
a=[L3,a]=1+ 1 =1+ 2 ,
34 3 +1
o

IIOCJIC 4Y€Tr0 IMPUXOAUM K KBAJIPATHYHOMY YPABHCHHUIO OTHOCUTCIIBHO HCKOMOTO (¥ .

34421

30 -3 -1=0; a,, = 5

[TonoxurenbHOE peUICHUC U CCTh HCKOMOC ¥ .

OTtBerT. [(1;3)] _3 ié/zl .

IIpumep 6. Haiinem neiicTBUTENbHOE YHUCIO « , KOTOpoe oOpamiaercs B
HEITHYIO IPOOh [5; (1,3)].

Pewmenne. [5; (1,3)] - CMEIIIaHHAsl IepUoANYEecKast IenHas Jpoob.
1
1
1
1+ !
3+...

a=5+
1+

3+

1 3++21
Te. a=5+= , re x=[13)] . us npenpIymeil  3amaun X = +6
x

CJI€JIOBATEIIBHO,
1 6 21+5J21 7++/21
a=5+—~—=5+ = = ,
3+4/21 3+421 3+4/21 2
6
7+\/ﬁ

Ipumep 7. Pemum B nensix uncnax ypasaenue 142X +82y =6,
Pemenne. (142,82) =2; 6:2, cnenoparensHo, ypaBHEHHE UMEET pELICHHE.
JlaHHOE ypaBHEHHE PABHOCHIIBHO yPABHEHHUIO

71x+41y=3.
71

Paznoxum 1 B IIETTHYIO POOB:
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E = [1,1,2,1,2;112] b
41

CocTaBuM Bce MOAXOAAIIUE APOOH:
p 1.P 2 P 5 P 7 P 19 P

0

Q 1'Q 1'Q 3Q 4°Q 11'Q 15°Q 41
Ha ocHoBaHuu cBoMcTBa NOAXOASIIUX APOOEH
Ps—le - Pst—l =(-1)°
HOJIYYUM:
26-41—-71-15=(-1)° wm 71-(-15) +41-26 =1,
YMHOkMB 00€ YaCTH paBeHCTBA Ha 3, HAXOJUM:

71-(-45)+41-78=3,
T.e. X, =—45, y, =78 uacTHOe pelieHue JTaHHOTO YPABHCHHSI.

Bce pemienust MoryT ObITh HalICHBI 110 (hOpMYIaMm:
x=—-45+41t x=—-4+41t

17001 :
y=78-T71t y=7-71
rae t mpuHuMaeT J1to0bIe LeJIbIe 3HAUCHMUS.

IIpumep 8. TpaHCOPTHON OpraHU3alluy, UMEIOIIEH IPy30BbIE ABTOMAIIUHBI
Ipy30II0ABEMHOCTRIO 3,5 1 4,5 T, IpemtoxkeHo nepese3ty 53 1 rpysza. Onpenenum,
CKOJIBKO I'Py30BBbIX aBTOMAILIMH TOI'0 W JAPYIroro TUIIA JOJDKEH BBIACIHUTH JUCIETYED
TPAHCIIOPTHOM OPraHU3aLMU I EPEBO3KU YKA3aHHOI'O I'py3a OJHUM PEMCOM IIpU
YCJIOBUM  IIOJJHOTO  HCIIOJBb30BaHUs  TIPY30IOABEMHOCTH  BCEX  BBIIEJICHHBIX
ABTOMAILIHH.

Pemenne. [1yCTh X — 9YMCI0O BBIIEIAEMBIX MALIUH IPYy30II0ABEMHOCTEIO 3,5 T, ¥
— YHUCJIO BBIAEISIEMBIX MAIIMH TPy30IOABEMHOCTBIO 4,5 T. JlyId mogydeHus OTBETa
HY>KHO PEIINTh YPABHEHUE

35X +4,5y =53,

T.C.

35x+45y =530, (1)
B LIEJIBIX YUCJIaX C ydeToM Toro, uto x >0, =0,
VYpasuenue (1) paBHocuibHO ypaBHenuro X+ 9y =106,

7
5 [013,2].
IToncunTaeM moaxoasmue Ipoomu.
S 0 1 2 3
d, 0 1 3 2
P |1 0 1 3 7
Q. |0 1 1 4 9

[To cBolicTBY moaXoAAIIUX ApoOeit
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3-9-7-4=-1=7-4-9-3=1=
=7-(4-106) +9-(-3-106) =106 = 7 - 424 + 9 - (-318) =106 =
x, =424, y,=-318.

PerrenusiMu ypaBHEHUS OyIyT:
x =424+ 9t

]
y=-318-T7t
rae t - gro0oe 1enoe 4muciio.
Ternepb 13 Bcex pelieHUu BIOEpEM HEOTpHUIlATEIbHbIC:

1
{424+9t20 t=-475
~-318-7t>0’ '
t> —45§
2
VuauteBas, uro t - memoe umcno, nmomyunm: t, =-46, t, =-47 . Ilpu t =-46,

x,=10, y=4;mpu t,=-47, x, =1, y, =11,

OTtBeT. ABTOMAaNIMHBI MOKHO BBIJICIUTH ABYMsI criocobamu: 1) 10 aBTomarmx
IPY30MOABbEMHOCTBIO 3,5 T ¥ 4 aBTOMAIIMHBI TPY30MOIBEMHOCTBIO 4,5 T unu 2) 1
ABTOMAIIIMHY IPY30M0ABbEMHOCTHIO 3,5 T u 11 aBTOMammH rpy30001beMHOCTBIO 4,5
T.

KOHTpOJIbHLIe BOIIPOCHI:

1. Kak cBsizan anroputm EBKina ¢ iemHbIMU JpoOSIMu?

2. Kakumu uyncnamu HazpiBatores (,,0,,0,,-..,0, ? Kak onu Ha3biBaroTCs?

3. B kakoMm ciydae pa3ioKeHHE PalMOHAIBHOTO YHCIIa B KOHCYHYIO IICITHYIO
JIpOOB SABIISCTCS STUHCTBEHHBIM?

4, KakuMm gymciom siBisieTcs KOHEUHas LerHast 1po0b [qo; d,,0,,... ,qn]?

5. [To xakoMy 3aKOHY COCTaBISIOTCS moaxoxsiiue apoou? IIpumeHuTe ero K

HaXO0JICHUIO TOAXOAIINX IIEMHBIX ApoOeH HenHol 1poou [2,1,2,1,3,1,5]. Jlist gero

B TaONMIE i1 HAXOXJICHUS MOIXOMSAIIMX ApoOei K crosdiie mnepen PO u Qo
craBsaTca unciaa 1 u 0?

6. Kakoii xapakTepHOil OCOOEHHOCTBIO 00JIaJIalOT 3HAMEHATENIM TOAXOISAIIUX
npobeit?

7. KakoBa CBs3p MeXAy YHCIUTENSIMH W 3HAMEHATEISIMH JIBYX COCEIIHUX
MOAXOISAIINX APOoOet?

8. Kaxkoii xapakTepHOii 0COOCHHOCTBIO 00J1aJaI0T IMOIXOISIIHE APOOH C YCTHBIMHU
HOMEpaMH? C HEUETHBIMU HOMEpamu?

9. MoxeT a1 OBITh COKpaTUMOM KaKas-Iu00 MOIXoasias Apo0b MEMHOW Apoou

03 Q. Gy .0, ]2 TTouemy?

anamne}mﬂ AJId CAMOCTOATC/IBHOIO PCIICHUS.
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Pa3noxute B HEnpepbIBHbBIE IPOOHU:

7) 3,12587;

9) ﬁ;
167

587
11) 5
639

817

13) ——;
) 529
917

15) —;
) 613

2) 1259 ;
361

2) 5322 ;
1355

6) 5,3573;

8) 2,119;

10) 3291;
613

364

154
268

16) —.
) 529

[IpeoOpa3yiiTe B 0OBIKHOBEHHYIO IpOOb CIASAYIONINE HETPEPHIBHBIC APOOH:

5 1 2, 3[;

0,1,2 3112 5]
0,4,1151 3|
5, 6, 4,1, 2, 3|;
-1 2,53 7|
0,37 611 2|
3 3 315 4;
0,2 6 79|

17)
19)
21)
23)
25)
27)
29)
31)

Paznoxute ciemyromue yncia B HEMPEPHIBHYIO IPOO0b W HAWAUTE COOTBETCTBYIOIIEE

MpUOJIKEHNE.

33) 0,341; 4-¢ npubIMKEHHE;
247

35) ﬁ; 3-¢ npuOIImKEHNE,;

37) 2 3¢ npus :
226 , 9-€ IIPUOJINKCHUC,

2,3 7,816, 2 4
-3,1,15, 3 7;
-1,11 7, 2, 4;

5 6,7, 4,21 2|;
2,3 7,10, 5, 6];
-2,8, 3 4,1 3|;
-6, 4,716, 2]
51213, 2|

18)
20)
22)
24)
26)
28)
30)
32)

587

34) 539" 3-¢ nMpHUOIKEHHE;
939

36) 56; 2-¢ IPUOJIKEHHE,

38) 299 5 ¢ pu .
-gg + 27¢ IpHOMmKerHe;
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24

131°

128
41) — ——; 3-e nmpuOIKEHHE;

53
1703

43) ———; 2-¢ IpuOJIMKCHHE,

238
4429

2069’
209

47) ——=; 1-¢ npubimxeHue;
1277

39) 2-¢ TIpUOIKEHHE,

45) 2-¢ TIpUOIIKCHHE,

40) 0,741; 3-¢ npubImKeHHE;

125
42) ——; 2-e mpuOIMKEHUE;

54

1197
44) ———; 2-¢ npuOIIMKCHHE,

379
629

910°
3582

48) ——; 2-¢ npuOIMKCHHE,
1141

46) — 2-¢ TIpUOIIKCHHE,

COKpaTI/ITe C IIOMOIIBIO PA3JIOKCHUS B HCIIPCPBIBHYIO ,Z[pO6I>I

815

2119
163053

103395’
7905

4811’
1363791
2170883’
210246

85249 ’

49)

51)

53)

55)

57)

395471
315792

Halinute x ecnu:

121
35"
14

65) [3.2,5, x]=‘

67) [LLL, x]=

__266y

69) :— 3,3,5, x] =

99

479880
556635

25
11)’
149

66) [2,31, x]

68) [7.15, x]

221
185|’

70) [15,7, x]
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- 76 - 383
- 25314111 ==, ,3,8,9 =
i ] ‘ 45" 72) [x389] ‘ 228’
73) 542 ‘162 74) -3,1,4, x ‘162
- 37 - 15
133 011’21
75) [-133.x]= ‘ Rk 76) [01.2,x]=5);
) - 199
013171 =\ 119121
77) 037, ] ‘201’ 78) [19.2,x]=[7 s
- 2549 281
1,77, x|=—" —5 2,7
79) [7,7.7,x] ‘ = | 80) [ x| = ‘ ,

C nmoMouipl0 NOAXOAIIMX Apodei HalauTe MPUOIIKEHUE K CISAYIOMIMM APO0sM C
TouHOCTRIO 710 a) 0,001; 6) 0,0001.

15964 23825
oD gz "¢ hag
7647 5892
83)0!2%; 84)0!:m;
7459 9765
85) & =571 86) @ =253
8963 5323
N g7 O Tas
10744 13197
89) @ ="g763 N) &= 15
12316 9559
M) & ="gre1 92) a=16013"
10161 19322
) %= 0038 ) &= 9577
11652 7719
%) &= 10931’ )@= 100

Paznoxure B lLeMHYIO IpoOb U 3aMEHUTE MOAXOMAAIIEH JIPOoObI0 C TOYHOCTBHIO [0
0,001 cnenyromme yucna:

97) /3 98) +/21;
99) /22; 100) +/31;

101) V7 ; 102) V43
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103) /52 ; 104) /67 ;
105) /29; 106) /33
107) /47 108) /85 ;
109) /73 110) /65 ;
111) /57 112) /53
1+\/_ 114)1+\/—
2 3

3+\/—

2

113)

115) 5-+/3; 116)

PemuTe B 1ienpIx ynciax Cleayronue ypaBHEHHUS:

117) 15x+16y=1; 118) 15x+25y=5;
119) 143x+262)=1; 120) 134x+156)=2;
121) 13x+17y=2; 122) 169x-182y=13;
123) 285x+399y=57; 124) 153x+408y=51;
125) 344x-215y=43; 126) 25x+35)=T;
127) 215x+86y=43; 128) 17x+12)=1;
129) 25x+16y=1; 130) 55x+25)=5;
131) 57x-45y=3; 132) 150x+45y=15:

Pemwute 3anaun:

133) Ins nepeBo3ku Myku uMeroTcs memku mo 50 u 60 kr. CKoJIbKO HY)XHO T€X U
OPYTUX MEMKOB I epeBo3ku 480 Kr MyKku?

134) Opranuzanus Beiaeanaa 150000 Tr s mpuoOpeTeHrs CTOJIOB CTOUMOCTBIO 110
4500 tr u mkados o 5000 Tr. CKOABKO CleyeT KyNUTh CTOJIOB U IIKa(OB, 4TOOBI
MOJIHOCTBIO U3PACX0A0BaTh OTIYIIEHHYIO CYMMY A€Her?

135) Ckonbko 6msieroB croumoctbio 1700 u 900 Tr MmoxkHO Kyniuth Ha 8000 Tr?

136) Typuctuueckoe areHTCTBO, UMEIOIEE B CBOEM PACIIOPSHKEHUH COPOKAMECTHBIC
U IIECTUAECATUMECTHbIE aBTOOYCHI, OPraHU3yeT HKCKYPCHOHHYIO moe3aky s 540
TypucTtoB. CKOJIBKO MAIIMH TOrO0 M JAPYroro TUMHA CJIEAYET BBIAEIUTh IS
9KCKYpPCAaHTOB MPU YCIOBUH, YTO B BBIJCICHHBIX MAIIMHAX HE JOJDKHO OCTaBaThCS
CBOOOIHBIX MECT?

137) JIspxHOW 6Gaze Obwio BbiAesneHo 27000 Tr Ha 3akynky Jebk mo 3500 Tr m
KomruiekTa cHapspkeHus no 6500 Ttr. CKOJIBKO MOXHO KYIUTh JIBDK M KOMILUIEKTA
CHapsDKEHMS Ha BBIJICJICHHYIO CYMMY JieHer?

138) Ckonbko morpedyercs cocynoB eMkocTbio mo 0,5 u 0,7 1 ans pasnusa 10 1
KUJKOCTH TaK, 4YTOOBI BCE B3AThIE COCY/Abl OB HATIOJIHEHBI?

139) TpebyeTcsi HAMTH 2 HATypaJdbHBIX YKCIA, KaKJI0€ U3 KOTOPBHIX HE MPEBHIIIACT
200, mpuyeM Takux, 4TO Pa3HOCTh MEXAY HUMU paBHa 11, ymeHblaemoe kpaTHo 9, a
BBIUMTAEMOE KpaTHO 17.
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140) Jnst mpoBeneHust actadeTsl 1Mo O6ery TpedyeTcst pa3euTh JUCTAHIHIO B 6,7 KM
Ha ydacTku pazMepoM 300 M mist myxuuH U 175 M s skeHuH. M3 CKOJIBKUX
CIIOPTCMEHOB, KaK MYXYWH, TaK M JKCHIIWH, JOJDKHBI COCTOATh KOMAaH/IBbI,
ydacTBylomue B acrtadere?
141) Ha oOpaboTky kKaxaol wu3 jertaieit TunoB A u b macrep 3arpaunBaeT
cootrBeTcTBeHHO 40 1 11 muH. Cronbko neraneit Tuma A u b oGpaboraeT macrep B
TEYEHUE CEMHYacoBOro padouero qus? Pabouee BpeMs JOKHO OBITH MCIIOJIB30BAHO
MOJIHOCTBIO.
7 —-11x
10
MOJIOKUTENBHOMY YHCITY, IPU JEJIEHUH KOTOPOro Ha 4 Aar0T B ocTaTrke 37
143) B ambap tpebyercs oTnpaButh 150 memkoB 3epHa. MIMeroTCs TpaHCTIOPTHBIC
CpeAcTBa rpy30moabeMHOCThI0 8 U 13 merikoB. CKOJIBKO TOHAA00UTCS TPpaHCIIOpTa
TOTO U JPYyroro THIA JJsi TOro, 4YTOOBI MEPEBE3TH MEIIKA OJHUM percom?
['py30m01beMHOCTD KaXKI0T0 TPAHCTIIOPTA JA0HKHA OBITh UCIIOJIB30BaHAa MOJTHOCTHIO.
144) KopoOsl ¢ rpy3om tunoB A u b Becar coorBerctBeHHO 27 u 43 T. CKOJBKO
KOpoOOB, IPY>KEHHBIX TOBapamMu A u b, moTpeOyeTcst aJis 3alloIHEHUs TPY30BUKa
BecoM 1800 TOHH.
145) Paznoxure uncio 180 Ha ABa MOJOKHUTEIBHBIX ClIaraeMbIX, OJJHO M3 KOTOPBIX
kpatHo 13, a BTopoe kpatno 11.
146) U3 umeromuxcs pe3ucTopoB comnpotusienreM no 1,1 u 1,9 Om Tpedyercs
COCTAaBUTh MOCJIENAOBATEIBHBIM COEIMHEHUEM IEMb CONPOTUBICHHUEM 65 Owm.
CKOJIBKO pe3HCTOPOB TOT'O U APYroro TUIA noTpedyercs?
147) CxonbkuMu ciocobamu MOKHO ymuatutb 500 Tr, UMesi IeHEKHbIe KYIIOPHI 110
30 u 50 Tr?

142) Ilpu KakuxX LENTBIX YHUCIAaX BbIPAKECHHUE PaBHO TaKoOMy IIEJIOMY
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IIpunoxenue 1
Taoauua mpoctbix yncea (10 997)

2 79 191 311 439 577 709 857
3 83 193 313 443 587 719 859
S 89 197 317 449 593 27 863
7 97 199 331 457 599 733 877
11 101 211 337 461 601 739 881
13 103 223 347 463 607 743 883
17 107 227 349 467 613 /51 887
19 109 229 353 479 617 757 907
23 113 233 359 487 619 761 911
29 127 239 367 491 631 769 919
31 131 241 373 499 641 773 929
37 137 251 379 503 643 787 937
41 139 257 383 509 647 797 941
43 149 263 389 521 653 809 947
47 151 269 397 523 659 811 953
53 157 271 401 541 661 821 967
59 163 277 409 547 673 823 971
61 167 281 419 557 677 827 977
67 173 283 421 563 683 829 983
71 179 293 431 569 691 839 991
73 181 307 433 571 701 853 997
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OTBeThI

OTHoOLIEeHHE JeJTUMOCTH B KoJiblie Z. /lejieHHe ¢ 0CTATKOM

12) q=297;r=7; 13) q=164;r=23; 14) q=93;r=13; 15) q=80;r=18; 16)
g=60;r=37 ; 17) q=89;r=19 ; 18) q=45r=148; 19) q=29;r=54 ; 20)
q=72;r=75; 21) q=85r=61; 22) q=20;r=21; 23) q=82;r=10 ; 24)
g=28;r=31; 25) q=3Lr=180 ; 26) q=39;r=1; 27) q=40;r=71; 28)
q=-102;r=32; 29) q=-84;r=1; 30) q=-96;r=6; 31) q=-52;r=19; 32)
g=-133;r=11; 33) q=-62;r=10; 34) q=-149;r=1; 35) q=-178;r =23; 36)
g=-55,r=38; 37) q=-60;r=78; 38) q=-64;r=29; 39) q=-66;r =80; 40)
g=-69;r=16; 41) q=-109;r=21; 42) q=-48;r=1; 43) q=-80;r=23; 44)
g=-15;r=14; 45) q=-34;r=7; 46) q=-108;r=2; 47) q=-74;r =43 ; 48)
g=59;r=44 ; 49) q=28,r=54 ; 50) q=72;r=18 ; 51) q=48r=7 ; 52)
g=18;r=73; 53) q=98;r=31; 54) q=33;r=25; 55) q=18;r=248 ; 56)
g=16;r =113 ; 57) q=25r=243; 58) q=1Lr=610; 59) q=29;r=101; 60)
g=13;r=317; 61) 6137; 62) 8382; 63) 3138; 64) 7991, 65) 6863; 66) 7020; 67)
7103; 68) 7039; 69) 5884; 70) 2478; 71) 6449; 72) 6344; 73) 5389; 74) 1724; 75)
2488; 76) 7956; 77) 6434; 78) 6173; 79) 5045; 80) 7274; 81) 6287; 82) 2645; 83)
2615; 84) 2595; 85) 2615; 86) 2431; 87) 2599; 88) 2413; 89) 2213; 90) 2261; 91)
3001; 92) 2939; 93) 7547; 94) 7319; 95) 2815; 96) 3671; 97) 5335; 98) 4409; 99)
5199; 100) 3471; 101) 19; 102) 47; 103) 29; 104) 25; 105) 24; 106) 23; 107) 23; 108)
155; 109) 37; 110) 13; 111) 19; 112) 18; 113) 29; 114) 39; 115) 39; 116) 34; 117) 25;
118) 31; 119) 31; 120) 18; 121) b=244, r=234; 122) b=292, r=290; 123) b=177,
r=160; 124) b=55, r=44; 125) b=149, r=144; 126) b=99, r=89; 127) b=101, r=99;
128) b=87, r=78; 129) b=77, r=75; 130) b=69, r=68; 131) b=102, r=97; 132) b=89,
r=75; 133) b=78, r=77; 134) b=83, r=80; 135) b=103, r=92; 136) b=77, r=76; 137)
b=111, r=83; 138) b=64, r=61; 139) b=73, r=71; 140) b=67, r=66;

HO/. Anroputm EBkinja.

1) 36; 2) 20; 3) 5; 4) 1;5) 117; 6) 211; 7) 103; 8) 41; 9) 2; 10) 5; 11) 19; 12) 2; 13) 1;
14) 229; 15) 513; 16) 187; 17) 442; 18) 721; 19) 127/318; 20) -587/983; 21) 233/415;
22) 11/31; 23) -4568/8723; 24) 1637/2564; 25) 6229/6784; 26) -2339/3171; 27)
7533/9511; 28) 33665/35489; 29) 1/13; 30) 1/7; 31) 17/37; 32) 2/7; 33) 213/197281,
34) -5/9; 35) 9/17; 36) -6/7; 37) 17/23; 38) 67/77; 39) Pemenuii aet; 40) x=-21, y=14;
41) x=49, y=-42; 42) x=-8, y=2; 43) x=-18, y=-200; 44) x=-378, y=-213; 45) Peurenwnii
HeT; 46) x=88, y=58; 47) x=88, y=-99; 48) x=351, y=234; 49) Pemecnuii Het; 50)
Pemrennii met; 51) x=-126, y=147; 52) x=-184, y=-69; 53) x=87, y=145; 54) Peurenuii
HeT; 55) x=-1, y=1; 56) x=2, y=-1; 57) x=11, y=-6; 58) x=7, y=-6; 59) x=8, y=-6; 60)
x=-1, y=-1; 61) x=3, y=-2; 62) x=3, y=-1; 63) x=2, y=3; 64) Pemenuii uer; 65) x=1,
y=-2; 66) x=5, y=-7; 67) x=-7, y=11; 68) x=1, y=-2; 69) x=4, y=5; 70) x=1, y=-3;
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HOK

1) 11953/193800; 2) 9423871/551230560; 3) 3587/155400; 4) 177781/48438000; 5)
2623921/254509690; 6) 1439/148122; 7) 1473569/87363000; 8) 387/4900; 9)
521/8316; 10) 1879/99450; 11) 11697647/22782060; 12) 178403381/545819142; 13)
130154/134211; 14) 309343/106470; 15) -49447/102570; 16) 10870199/44817255;
17) x=2, y=3; 18) x=495, y=315; 19) x=3, y=7; 20) x=140, y=252; 21) x=2, y=10; 22)
x=13, y=23;

CHCTeMaTI/I‘IeCKl/Ie qucJjia

1) a+b=103233;; a-b=100610;; a-b=120223364;; a:b=56; (oct.213); 2) a+b=7273s;
a-b=-7233g; a-b=165260g; b:a=352 (ocTt.13); 3) a+b=44s; a-b=0; a-b=1034s; a:b=1;
4) atb=2105; a-b=-21;; a-b=10122;; b:a=23; 5) a+b=210331,; a-b=-203113,;
a-b=130303332,4; b:a=231, (oct.103); 6) a+b=32024,; a-b=-31534¢; a-b=1220023¢;
b:a=12005 (oct.l); 7) a+b=620;; a-b=-541;; a-b=20265;; b:a=23; (ocr.2); 8)
a+b:1012; a-b:3212; ab:15(11)12, a:b:812 (OCT.S); 9) a+b:1218; a'b:-158;
a-b=3076g; b:a=1g (octr.15); 10) a+b=5261y; a-b=51624; a-b=252636,; a:b=1154
(oct.24); 11) 281/128; 12) 569/36; 13) 4128/49; 14) 1011/100; 15) 568/125; 16)

10433/121; 17) 7971/512; 18) 4418/125; 19) 34/125; 20) 3959/2048; 21) (ﬂj :
8

200

22) (2345} 3 (15015) 2 (1011); 25) (4233) . 26) (7925) P
100 ), 100 ), 100 1000 ). 100 ),

(17443) . 28) (ﬂlj . 29) (%} . 30) (@) . 32) 1,115 33) 2,115 34)
1000 ), 40 ), 4 )y 4000/,

0,2(01235)s; 35) 2,443, 36) 0,(52)s; 37) 0,(502):; 38) 3,(2)s: 39) 0,(1)s: 40)
2,(624153)g: 41) 7,4(6)s; 42) 0,(23),; 43) 14,(1)s; 44) 13,(40)s:; 45) 0,(8)o; 46) 4,0(2)y:

Yucaosbie pyHKIUH

1)6;2)9; 3) 12; 4) 12;5) 4, 6) 6; 7) 4; 8) 4;9) 4; 10) 18; 11) 2; 12) 2; 13) 4; 14) 2;
15) 24; 16) 2; 17) 720; 18) 2; 19) 18; 20) 12; 21) 16; 22) 728; 23) 936; 24) 5376; 25)
HeT; 26) ma; 27) uet; 28) uet; 29) uet; 30) met; 31) mert; 32) uer; 33) Het; 34) Her;
35) met; 36) na; 37) uer; 38) ma; 39) uet; 40) uer; 41) na; 42) na; 43) na; 44) na; 45)
na; 46) na; 47) na; 48) uer; 49) na; 50) na; 51) na; 52) na; 53) na; 54) na; 55) na;

®yuxmus E(X) (|x]), {x} u ee npumenenne B Teopun uncen

1) 60; 2) 400; 3) 465; 4) 1688; 5) 36; 6) 69; 7) 83; 8) 90; 17) 2*-3°.5°.77.11-13;
18) 2*.3°.5°.7%.11.13-17 ; 19) 2*.3°.5°.7%.11.13-17-19 ; 20)
2°.3°.5*.77.11-13-17-19; 21) 2*°.3°.5".7°.11*.13-17-19; 22) 184756; 23)
9724; 24) 43758; 25) 4845; 26) 705432; 27) 74613; 28) 3432; 29) 13520780; 30)
134596; 31) 5200300; 32) 565722720; 33) uer; 34) na; 35) nert; 36) nert; 37) Het; 38)
Het; 39) uert; 40) na; 41) uer; 42) uet; 43) uet; 44) uer; 45) uer; 46) uet; 47) Her;
48) Her;
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@Oynkuus Jiljiepa

1) 10; 2) 8; 3) 10; 4) 128; 5) 392; 6) 624; 7) 800; 8) 4664, 9) 8; 10) 16; 11) 48; 12) 2,
13) 1; 14) 1; 15) 1; 16) 4; 17) 24; 18) 80; 19) 64; 20) 144; 21) 192; 22) 3; 23)
OoKaHuMBaeTcs Ha 1 Hynb; 24) okaHuuBaercs Ha 1 Hynb; 25) 14 myasmu; 26) 34
Hyasmu; 27) 28 nynamu; 28) He okaHumBaeTcs Ha Hyib;, 29) 3 mymsmu; 30) 118
ayasmu; 31) 22 wymamu; 32) 4 umynsavu; 33) HEe OKaHYMBACTCS Ha HyNb, 34) He
OKaHYMBACTCS Ha HyJb, 35) HE OKAHYMBACTCS HA HyJb;, 36) HE OKAaHUMBACTCS Ha
HyJIb, 37) HEe OKaHYMBACTCs Ha HyJb, 38) He okaHUMBaeTcs Ha Hyib; 39) 120; 40) 72;
41) 88; 42) 144; 43) 400; 44) 500; 45) 2; 46) 4; 47) 2; 48) 8; 49) 8; 50) 8; 51) 96; 52)
216; 53) 360; 54) 288;

Iennsie npodu
10,1, 111}, 2) [3, 2,19, 1, 1, 4];3) |2, 2, 2,12, 2]; 4) [3, 1, 12, 1, 4, 1, 3, 4];

5 0412215372 ; 6 [5253L13L,127 ; 7)
37,1,17,11, 1,3 1,11 ; 8) (2,82 2112] ; 9 [|L11917]; 10)
5,212 210, 3 ; 11) [041,3 2 7] ; 12) [1L5129 2] ; 13)
L1157 1 5]; 14) [2,3 1 3,10|; 15) [, 2, 60, 1, 4]; 16) [0, 1, 1, 37, 3, 2];

S 30763 221 629 50 67 1507
17) —; 18) ——=:19) ——: 20) ——=: 21) =, 22) ——=; 23) ——; 24
) 10° 5) 13269 ) 318" 0 256 ) 227" ) 143° 3) 292 ° )

8018 139 _ 16333 236 953 _ 1035 2804
T B) T 26) o 27) o 28) ———; 29) ——; 30) ———; 31
1553 22 “ 256" % 7045+ 21 7417 %) T5077 2 3137 30 Ty 3

393 195 1 1 1 1 1 1
——:32) —:33) ——:34) ——: 35 36 +37) ——:38) —: 39
850’ ) 34 )9548’ )3182’ )624’ )923’ )11385’ ) 222 )
1 1 1 1 1 1 1 1
——: 40) ——; 41) —; 42) —; 43) ——: 44) ——: 45) ——: 46) —; 47
660 ) 108 ) 60 ) 304 ) 585 ) 2280 ) 41408 ) 884 )

1 1 5 154 891 547 465 31992
—— 1 48) ——: 49) —: 50) ——: 51) ——:; 52) ——: 53) ——: 54) ———: 55
330 ) 1348 ) 13 ) 193 ) 565 ) 762 ) 283 ) 37109 )

561 155 402 142 83 55 23 15 541
. . 7 . . . . 1 . 2 . . 4
893’56) 801’5 ) 163’58) 325'59) 93’60) 67'6 ) 17'6 ) 23’63) 432’6 )

@; 65) 3; 66) 2; 67) 4; 68) 3; 69) 6; 70) 5; 71) 2; 72) -2, 73) 3; 74) 7, 75) 5; 76) 7,

244
77)9; 78) 9; 79) 7; 80) 4; 81) )—83'6) —219-82) )—37-6) 100. 83) )—23-6) 193
> 19075 1) 5 O 8L g5 D) Tgg > 0408 590 B g5 0208 1800 45y
19 _ 72 20 _ 114 176 _ 176 36 _ 385
. 4 . . . . . . . .
P 8 @) 500 gps 89 953 0) 1800 @) 1 0) s8N ) 5250 s

V16> 0157 300 1150 7V 550 Y e 07 350 gg0 7 E
23 79 131 131 115 _ 115 16 _ 97 19
. . . . 4 . . . . I

0) 93) a) 0) 94) a) =7 ; 0) =7 ; 95) a) 5,6) 91,96) a) 35

39’ 134° 1327 132 15
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127

6) g 97) [1, (12)] 98)[4 (112118)J 99)[4 @ 2 421 8)]
136 206 82
g 100) |5, L 1 3,5 31 1, 10)], S 101) [2, L 11 4), 3 102)

341 137

. 103) |7, (4.1, 2,1, 4,14)] | 2 104)

105) 5, (2,14, 2, 10)] , 7—2 : 106)

6,113 15 @3],

B 52117112516, 2t

247 617 378

5, @ 2 1 10)|, =—; 107) |6, (L 5, 1, 12)], —

487

. 108) |9, (4,1 1, 4, 18)],

109) 8, (L 1 551 1, 16)], — 129

141

; 110) |8, (16)J 1) 7, UL 411 14)J

182 27

;112) [7, 3,1 1, 3, 14)], —; 113) |(&, 2)], L 114) [ (12,1, 1], = % : 115)

3,3 @ 2], %; 116) |2, (4, 1)J, %; 117) x=-1+16t , y=1-15t; 118)
x=2+5, y=-1-3t; 119) x=11+262t , y=—6-143t ; 120) x=7+78t ,
y=-6-67t; 121) Her pewennii; 122) x=-1-14t, y=-1-13t; 123) x=3+7t,
y=-2-5; 124) x=3+8t, y=-2-5t; 125) x=2-5t, y=3-8t; 126) Her
pewennit; 127) x=1+2t | y=-2-5t ; 128) x=5+12t | y=-7-17t ; 129)
x=—-7+16t , y=11-25t ; 130) x=1+5t , y=-2-11t ; 131) x=4-15t |
y=5-19t; 132) x=1+3t, y=-3-10t; 133) JIsa pemenus: a) x=0,y=8; 06)
x=6,y=3; 134) Yersipe pemenus: a) x=0,y=30 ; 6) x=10,y=21; B)
x=20,y=12;1) x=30,y=3; 135) x=1,y=7; 136) Ilats pemennii: a) x=0,y=9
; 0) x=3,y=7;B) x=6,y=5; 1) x=9,y=3; n) x=12,y=1; 137) x=4,y=2;
138) Tpu pemenus: a) x=20,y=0; 6) x=13,y=5; B) x=6,y=10; 139) JIBa
pemrenus: a) x =198,y =187 ; 6) x =45,y =34; 140) Tpu pemenus: a) x =6,y =28
0) x=13,y=16 ; B x=20,y=4 ; 141) x=5y=20 ; 142)
x=-253+40t,y =69 -11t nmm x=-13+40t,y=3-11t ; 143) x=9,y=6; 144)
x=38,y=18; 145) Jpa pemenus: a) x=2,y=14; 6) x=13,y=1; 146) Tpu
pemenus: a) x=9,y=29; 6) x=28,y=18 ; B) x=47,y=7; 147) Yersipe
pemenns: a) x=0,y=10;6) x=5y=7;8) x=10,y=4;r) x=15,y =1,
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