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Кіріспе 

 

"Экономикадағы Математика" оқу әдістемалік құралы экономикалық 

мамандықтардың студенттеріне, оқытушыларға және математика мен 

экономикалық процестердің ӛзара байланысына қызығушылық танытқандарға 

арналған. Қазіргі әлемде экономика мен математика бір-бірімен тығыз 

байланысты және математикалық әдістерді түсіну экономика саласындағы 

табысты кәсіби қызметтің ажырамас бӛлігіне айналды. 

Бұл нұсқаулықтың мақсаты – студенттерге математикалық аппараттың 

негіздері бойынша жүйеленген және қол жетімді материал ұсыну. 

Оқу-әдістемелік құрал, «Экономикадағы математика» пәні бойынша, оқу 

программасына сай, негізгі теориялық материялдарға шолу жасалған, мысалдар 

келтіріліп оның шығару жолдары кӛрсетілген. Бұл кешенде сызықтық алгебра, 

векторлық алгебра, жазықтықтағы түзу, бір айнымалы функцияның 

дифференциалдық және интергралдық есептеулері және кӛп айнымалы 

функцияның дифференциалдық есептеулері қарастырылған. 

Әдістемелік құрал негізгі математикалық ұғымдар мен әдістерді 

теориялық бӛлімдерді, сонымен қатар практикалық тапсырмалар мен оларды 

экономикада қолдану мысалдарын қамтиды. Әрбір тақырып ӛзін-ӛзі тексеру 

сұрақтарымен және ӛз бетінше шешуге арналған есептермен аяқталады, яғни 

студенттердің алған білімдері мен дағдыларын бекітуге мүмкіндік береді. 

Бұл нұсқаулық сіздің оқуыңыз бен кәсіби дамуыңызда сенімді кӛмекші 

болады деп үміттенеміз. Ол сізді талдау және шешім қабылдау үшін қажетті 

математикалық құралдармен қаруландырып, экономика саласындағы жаңа 

ашылымдар мен жетістіктерге шабыттандырсын. 
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1-тақырып АНЫҚТАУЫШТАР 

 

Дәріс мақсаты: Анықтауыштар ұғымын енгізу. 2, 3-ретті анықтауыштарды 

есептеу ережесімен таныстыру. 

 

Қарастыруға арналған сұрақтар тізімі: 

1. 2-ші ретті анықтауыш, оны есептеу ережесі. 
2. 3-ші ретті анықтауыш, оны есептеу ережесі. 

3. Анықтауыштың негiзгi қасиеттерi. 

4. Минор және алгебралық толықтауыштар. 

5. n –ші ретті анықтауышты Лаплас теоремасының кӛмегімен есептеуге үйрету. 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 

 

nхn ӛлшемдi әрбiр квадрат кестеге белгiлi бiр заңмен n-шi реттi 

анықтауыш деп аталатын сан сәйкестендiрiледi. Анықтауыштың белгiсi: A 

немесе  . 
 

a
11 

A  
a

21 

... 

a
n1 

a
12 

a
22 

... 

a
n 2 

a13... 

a23... 

... 

an3... 

a
1n 

a
2n 

... 

a
nn 

 

n -реттi анықтауыш n!=1*2*3…*n мүшелердiң алгебралық қосындысына 

тең болады, ондағы әрбiр қосылғыш осы матрицаның n жолы мен n бағанасынан 

әрқайсысынан бiр-бiрден алынған n элементтiң қӛбейтiндiсiне тең, ол 

қосылғыштардың жартысы ӛз таңбаларымен, ал қалғандары қарама-қарсы 

таңбамен алынады. 

Анықтауыштың дербес жағдайлары екiншi және үшiншi реттi 

анықтауыштарды қарастырамыз. 

Екiншi реттi анықтауыш 
a

11
a

12 

a
21

a
22 

таңбасымен кӛрсетілген сандық шама. 

Анықтауыштың а11,а22 сандар орналасқан диагоналі бас диагональ деп, ал а12,а21 

сандар орналасқан диагональді- қосымша (кері) диагональ деп атайды. 

2-ші ретті анықтауыш мына формуламен есептеледi: 
 

A  
a

11 

a
21 

a
12 

a
22 

 a11 a22 a21 a12 
(1) 

 

Екінші ретті анықтауышты есептеу ұшын оның бас диагональ бойындағы 

элементтерінің кӛбейтіндісімен қосымша диагональ бойындағы элементтерінің 

кӛбейтіндісінің айырымын табу керек. 
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Мысал 

 =  
5  2 

 

анықтауышты есептеу керек. 
15 3 

Шешімі: 

(1) формуланы қолданып, екінші ретті анықтауышты табамыз 
5  2 = 5*3-(-20*15) = 15+30 = 45. 

15 3 

 

Үшiншi реттi анықтауыш мына формуламен есептеледi: 
 

а11 

а21 

а31 

а12 

а22 

а32 

а13 

а23 

а33 

 
 а11а22 а33  а12 а23а31  а21а32 а13  а31а22 а13  а21а12 а33  а32 а23а11 (2) 

 

(2) теңдiктiң оң жағында қайсы кӛбейтiндiлер «+» таңбасымен, қайсы 

кӛбейтiндiлер «-» таңбасымен болатындығын еске сақтау үшiн мына 

үшбұрыштар ережесiн қолданған пайдалы: 
 
 

 

 

1 

Мысал. Келесі анықтауышты есетейік:  = 2 

3 

 

4 6 

1  7 

5  2 

Шешімі: үшбұрыштар ережесін қолданып (2) деп белгіленген кӛбейтінділерді 

есептейміз: 

1: 1*(-1)*(-2)=2; 4*(-7)*3=-84; 2*5*6=60. 
2: 6*(-1)*3=-18; 4*2*(-2)=-16; (-7)*5*1=-35. 

Соңғы кобейтінділер (2)- ге теріс таңбамен жазылады. Сонымен 
 

1 

 = 2 

3 

4 6 

1  7 = 2-84+60+18+16+35 = 47. 

5  2 

 

Үшбұрыш әдісін меңгергендерге ескерту. (2)-ге кіретін кӛбейтінділерді бӛлек 

есептеу қажеті жоқ. Бәрінде бір жолға жазып, тек қана таңбасын ескере отырып 

есептеуге болады. 
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Анықтауыштың негiзгi қасиеттерi: 

10. Анықтауыштың жолдарын сәйкес бағаналарымен ауыстырғаннан оның 

анықтауышы ӛзгермейдi. 

Үшінші ретті анықтауыш үшін: 

20. Анықтауыштың екi жолын (бағанасын) ӛзара ауыстырғаннан оның таңбасы 

қарама-қарсыға ӛзгередi. 

 
 

30. Жол (бағана) элементтерiнiң ортақ кӛбейткiшiн анықтауыш алдына шығаруға 

болады. 

 
40. Егер анықтауыштың кейбiр жолының (бағанасының) барлық элементтерi 

нольге тең болса, онда анықтауыш нольге тең болады. 

50. Егер анықтауыштың кез келген екi жолының (бағанасының) элементтерi 

пропорционал болса, онда анықтауыш нольге тең болады. 

60. Егер анықтауыштың кез келген екi жолының (бағанасының) сәйкес 

элементтерi тең болса, онда анықтауыш нольге тең болады. 
 
 

 

70. Егер матрицаның бiр жолының (бағанасының) элементтерiн кез келген санға 

кӛбейтiп, екiншi жолының (бағанасының) сәйкес элементтерiне қоссақ, онда 

оның анықтауышы ӛзгермейдi. 
 

80. Егер анықтауыштың кез келген жолының (бағанасының) барлық элементтерi 

қосындыдан тұрса, онда анықтауыш екi анықтауыштың қосындысына тең, 

бiрiншi анықтауыштың осы жолында бiрiншi қосылғыш, екiншi 

 

   немесе  
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анықтауыштың осы жолында екiншi қосылғыш тұрады, ал қалған элементтерi 

үш анықтауышта бiрдей болады. 
 

а11 

а2

1   а2


1 

а31 

 
а2

2 

а12 

 а2

2 

а32 

а13 

а2

3   а2


3 

а33 

а11 

  а2

1 

а31 

а12 

а2

2 

а32 

а13 

а2

3 

а33 

а11 

 а2

1 

а31 

а12 

а2

2 

а32 

а13 

а2

3 

а33 

 

Анықтауыштың мына қасиеттерi минор және алгебралық толықтауыш 

ұгымдарымен байланысты. 

аij элементiнiң Мij миноры деп осы элемент қиылысында тұрған i-шi жол 

мен j-шi бағананы сызып, қалған элементтерден алынған анықтауыш аталады. 

аij элементiнiң алгебралық толықтауышы деп 

аталады. 

А
i j (1)

i
 
j
  M саны 

90. (Лаплас теоремасы) Анықтауыш әр жол (бағана) элементтерi мен олардың 

сәйкес алгебралық толықтауыштарының кӛбейтiндiлерiнiң қосындысына тең. 
 

А   ai1 Ai1 ai 2 Ai 2 ai3 Ai3 
 …  ain

 Ain 

 

 

 
j 1 

aij Aij 
1  i  n (3)  

 

 

А   a1 j A1 j  
 a2 j A2 j  

 a3 j A3 j  
  anj Anj  

 a ij Aij 

i1 

1  j  n (4)  

(3) формула анықтауышты i-шi жол бойынша, ал (4) формула анықтауышты j-шi 

бағана бойынша жiктеу деп аталады. Бұл екi формула жоғары реттi 

анықтауыштарды есептеуге қолданылады.[1] 

 

Мысал. (екінші баған арқылы жәктеу) 
 

100. Анықтауыштың кез келген жолы (бағанасы) элементерi мен басқа жолы 

(бағанасы) элементтерiнiң сәйкес алгебралық толықтауыштарының 

кӛбейтiндiлерiнiң қосындысы нольге тең. 

Анықтауыштардың қасиеттері оларды есептеу процессін жеңілдетеді. 
Анықтама. n –ші реттi анықтауыш (детерминант) деп, әрбiр 

қосылғышы анықтауыштың n жолы мен n бағанының әрқайсысынан бiр-бiрден 

алынған n элементтiң қөбейтiндiсiне тең n! мүшелердiң алгебралық қосындысы 

аталады. 

 

1.2 Ӛзін-ӛзі тексеруге арналған сұрақтар: 

1.Екінші ретті анықтауыш, оны есептеу ережесі. 
2.Анықтауыш дегеніміз сан болама, кесте болама? 

3.Үшінші ретті анықтауыш, оны есептеу ережесі. 

n 

n 

i j 
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 2 3 

 

4. Қандай жағдайда анықтауыш нӛлге тең болады? 

5. Қандай жағдайда анықтауыштың таңбасы қарсы ӛзгереді? 
6. Қандай жағдайда анықтауыш екі анықтауыштың қосындысы түрінде 

жазылады? 

7. Минор дегеніміз не? 

8. Алгебралық толықтауыш дегеніміз не? 

9. Лаплас теоремасы (элементтер бойынша жіктеу). 
10. Жоғары реттi анықтауыштар қандай әдiстермен есептеледi? 

 

1.3 Есептер шығару 

 

1 Анықтауышты есептеңіз 
2 2 

1.1 
3 5

 1.2 
 2 1 

1 1 
1.3 

1 4 

 1 2 

1.4 х-тің қандай мәнінде 
2
 

3 

x 
анықтауышы 7 тең болатынын кӛрсетіңіз 

 1 

1.5 х-тің қандай мәнінде 
2
 

3 

1 
анықтауыш 3 болатынын кӛрсетіңіз 

x 
 

1.6  
x x 

анықтауышы -2 болатын х-тің ең кіші мәнін табыңыз 
3 x 

1.7  

 
1.8  

1 x 

4 x 
2
 

x   x 

1 x 

Анықтауышы -3 болатын х-тің ең кіші мәнін табыңыз 

Анықтауышы 2 болатын х-тің теріс мәнін табыңыз 

2 Мi j минорын табыңыз 

 
2.1 

 2 1 

 1 0 



3 

1 
 , М21 =? 





2.2 

5    3 

 2   1 



4

1 
 , М3 2 =? 





2.3 

1   2 

5 4 



3 

3
 , М 13=? 






2.4 

 2 0 


 1 4 



3

1 
 , М 31 =? 




2.5 

 1 2 


 4  5 



3 

1
 , M2 3 =? 




2.6 

1 2 

 2 1 



3


3 , M3 3 =? 





3 Аi j алгебралық толықтаушын табыңыз 

 
3.1 

 1 2 

 4 5 



3 

 1
 
, А =? 3.2 




1 2 

1 3 



5


4  , А3 2 =? 3.3 



 3 2 

 1 4 



1 


3  , А 3 1 =? 



3 2 1 3 3 2 

5 2 2 0 
3 1 

2 0 1 2 2 5 

4 2 1 

0 3 
2 

3 1 0 
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 0 0  2 
 

1 2 
5 4 

3 
3
 , A 13 =? 

 1   1 
2 3 

3 
4
 , А32 =? 

3.4   2   3 1 , A22 =? 3.5 
  3 1 2  3.6  1 7 2 

 3 4 5 
   



4 Үшінші ретті анықтауышты есептеңіз 

0 3 0 

 
5 2 0 

 
4.2 

1 2 1 

3 0  1 

 
4.3 

1 0 2 

1 2 1 

 

 

 

 

 

 

4.7 

 

 
4.5 

1 1 2 

0 0 2 

3 4 2 

 

 
4.6 

3 1 0 

1 2 1 

0 0 2 

 

 

 

 

5 Анықтауышты есептеңіз 

 

5.1 

а 1 а 

1  а 1 5. 

а 1 а 2 

1 а 1 

0 а 0 

а 0 а 

 

5.3 

 

 а 1 а 

0 а 1 

а 1  а 

1 а 1 

5.4 1 0 1 

0 а 0 
 

 

6 Анықтауышты есептеңіз 

6.1 

 

 

 

6.4 

 

 

 

 
6.7 

6.5 

 

 

 

 
6.8 

 2 1 1 

4.1 0 2 0 

 3 2 1 
    

 0 1 2 

4.4 
2 0 3 

 0 2 1 
 

1 1  1  1 1 1  1 1 1 

0 1 0 4.8 1  1  1 4.9 1 1  1 

1 0 1  1 1  1  0  1 0 

 

2 1  1 1 

4 6  1 2 

8 12  3 4 

3 6  2 2 

    

2 2  1 4 

 

        

3 3 3 2 3 3 4 2 

 

 1 1 4 8  2 2 1 1  4 2  1 1 

2  2 2 2  4 3 1 2  6 3  1 2 

3 3 3 2 6.2 
8
 5  3 4 6.3 

12
 5  3 4 

4  1 2 0 3 3  2 2 6 3  2 2 

 

4 3  1 6 

8 5  3 12 

3 3  2 6 

 

2 2 2 1  2 2 8 1 

4 
8 

3 
6 

3 
5 

2 
4 6.9 

4 
4 

3 
6 

5 
12 

2 
4 

 

2 2 4 1  3 4 6 1 

4 

8 

3 

5 

6 

12 

2 

4 
6.6 

1 

5 

 2 

1 

3 

2 

4 

4 

3 3 6 2  15 7 12  5 
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a 

 




0 







 

 

2- тақырып. МАТРИЦАЛАР. 

 

Дәрiс мақсаты: Матрица ұғымын енгiзу және матрицалық есептеулермен 

таныстыру. 

 

Дәрiс жоспары: 

1 Матрица түрлері. 

2 Матрицаларға қолданылатын сызықтық амалдар және олардың қасиеттері. 

3 Матрицаларды кӛбейту. Аударылған (транспонирленген) матрицалар. 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 
 

 
Сандардың 

 a11 a12 ... a1n 

A  
 a21 a22   ...   a2n   


түрiндегi тiкбұрышты кестесi 

 
m  n 

...................... 




 m1 am2 

 

... 


amn 

ӛлшемдi матрица деп аталады. Мұнда aij (i=1,…,m; j=1,…,n) - нақты сандар, 

матрицаның элементi деп аталады, i және j - сәйкес жолдар мен бағаналардың 

индекстерi. 

Матрицаның қысқаша түрде жазылуы: А=( аij ), ( i=1,…,m; j=1,…,n). 

Барлық элементтерi нольге тең матрица нольдiк матрица деп аталады. 

Егер матрицаның жолдар саны мен бағаналар саны тең болса, онда матрица 

квадрат матрица деп аталады: 

 a11 
a

12 
... a

1n 

A  
 a21 a22 ... 

a
2n 

......... ......... .... 


 an1 a
n 2 

 

... 


a
nn 

аii (i=1,2,…n) элементерiнiң реттелген жиынтығы квадрат матрицаның бас 

диагоналi деп аталады. 
Егер квадрат матрицаның элементтерi 

a  
aij  0 i  j шартын 

ij 
 ij  0 i  j 

қанағаттандырса, онда ол диагональ матрица деп аталады. 

Диагональ матрица мына түрде болады: 
 a11 0 ...   0   


A  

 0
 a22   ... 0   

......................    

 0 ... ann 



Бас диагоналiнiң барлық элементтерi бiрге тең болатын диагональ матрица 

бiрлiк матрица деп аталады: 

a 
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0 1 0  

 

 a   1 i  j 1 0 ...  0 

Е   
ij немесе  0 1 ... 0 

aij  0 i  j E  
 



......................




 
 ... 

Егер А және В екi матрицаның ӛлшемдерi бiрдей және сәйкес элементтерi 

тең aij  bij (i=1,…,m; j=1,…,n) болса, онда олар тең матрицалар деп аталады. 

Ӛлшемдерi бiрдей А және В матрицаларының қосындысы деп элементерi 

cij  aij  bij ( i=1,…,m; j=1,…,n ) болатын С=А+В матрицасы аталады. 

А матрицасының  санына көбейтiндiсi деп элементерi сij =аij болатын С 

матрицасы аталады. 

Сызықтық амалдардың матрицаларға қолданылуы келесі қасиеттерді 

қанағаттандырады: 

1
0
 А+В  В+А 4

0
(+)А  А+А 7

0
. 0∙А  0 

2
0
(А+В)+С  А+(В+С) 5

0
()А  (А)

3
0
(А+В)  А+В 6

0
.А+0  А 

Мұнда А,В және С ӛлшемдерi бiрдей матрицалар, ал  және  – кез келген 

нақты сандар, 0 – нольдiк матрица. 

Матрицаның жолдарын ретiн сақтап сәйкес бағаналарымен алмастыру, 
матрицаны орын алмастыру (транспонирлеу) деп аталады. Орын алмасқан 

матрицаның белгiсi: A , (А
Т
) 

Матрицалардың ауыстырымдылық операциясына тән қасиеттер: 

1
0
 A  A 

2
0
 (A)  A

3
0
 ( A  B)  A  B

4
0
Квадрат матрицаны орын алмастырғанда оның бас диагоналiнiң 

элементтерi ӛзгермейдi. 

А және В матрицаларының көбейтiндiсi деп элементтерi cij А 

матрицасының вектор-жолдары мен В матрицасының вектор-бағаналарының 

скаляр кӛбейтiндiсiне тең болатын С матрицасы аталады. 
k 

cij 
 ai1b1 j   ai 2b2 j   ... aik bkj    ais bsj 

s1 

i  1,...,m; j  1,...,n 

Ескерту: А матрицасын В матрицасына кӛбейту мүмкін болуы үшін, 

бірінші матрицаның бағаналар саны екінші матрицаның жолдар санына тең 
болуы тиіс. 

Егер кӛбейткiш матрицалардың ӛлшемдерi mn және nk болса, онда 

кӛбейтiндi матрицаның ӛлшемi mk болады.[1] 

Мысал. А және В матрицалардың кӛбейтіндісін тап 
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3 
 

 

Шешімі: А матрицасы 23 ӛлшемді, В матрицасы 33 ӛлшемді, онда АВ = 

С матрицасы табылады, және С матрицасының элементтері: 

с11 = 1×1 +2×2 + 1×3 = 8, с21 = 3×1 + 1×2 + 0×3 = 5, с12 = 1×2 + 2×0 + 1×5 = 7, 

с22 =3×2 + 1×0 + 0×5 = 6, с13 = 1×3 + 2×1 + 1×4 = 9, с23 = 3×3 + 1×1 + 0×4 = 10. 
тең болады. Сонда, 

ал BA матрицасының кӛбейтіндісі болмайды. 

 

Мысал. А және В матрицалардың кӛбейтіндісін тап 
 1 

А  
 

4 



 
 

Шешімі. 

В= 2 4 1




Матрицаларды көбейту амалы мына қасиеттердi қанағаттандырады: 
1

0
.(АВ)С=А(ВС); 4

0
. (АВ)(А)ВА(В), 

2
0
.(А+В)С=АС+ВС 5

0
. АЕ=А; 

3
0
.А(В+С)=АВ+АС 6

0
. ЕА=А ; 

мұнда - кез келген нақты сан; 

 

1.2 Ӛзін-ӛзі тексеруге арналған сұрақтар: 

1. Матрица дегеніміз не? 

2. Матрицаның ӛлшемі дегеніміз не? 

3. Қандай матрица нӛлдік, диагональ, бірлік, квадрат деп аталады? 

4. Қандай матрицалар тең матрицалар деп аталады? 

5. Қандай матрица орын ауыстырылған матрица деп аталады? 
6. Екі матрицаның қосындысы немесе айырмасы болу үшін қандай шарт 

орындалуы қажет? 

7. Матрицаларға қолданылатын сызықтық амалдар: матрицалардың қосындысы, 

матрицаны санға кӛбейту. 

8. Матрицаларға қолданылатын сызықтық амалдар қандай қасиеттерді 

қанағаттандырады? 

9. Екі матрицаның кӛбейтіндісі дегеніміз не? 
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4 

2 0 1 5 

6 

0 

5 








1 4 







 

10. Екі матрицаның кӛбейтіндісі болуы үшін қандай шарт орындалуы қажет? 

11. Қандай қасиет бірлік матрицаға тән сипаттамалық қасиет болып табылады? 

 

1.3 Есептер шығару: 

 

1.1 А+В матрицаларының қосындысын тап, егер 
 

 2 0 3  1 1  2 б) A=2 1  1 және В= 1  2 4
а) A=

1 


 1 2
және В= 

0  3 1 



3 

1.2 А - В матрицаларың айырмасын тап, егер А =

1 



1 1 2 

0
 және В = 0 



 1 3 



Матрицалардың сызықтық комбинациясын есептеп 
1.3  1  1 2  3  3   2 1

 2
   34 6  , оның a22 элементін табыңыз 

2    4 1 1


Матрицалардың сызықтық комбинациясын есептеп 
1.4  3  0   1  1  1   9   2

2   1   1   4 3  2  6 1 
 , оның a12 элементін табыңыз 

   



 1 0 4   3 2 8
1  

1.5  3 1 3 2  
2 
 0 1 6 матрицалардың сызықтық комбинациясының a23 

  
   

элементін есептеңіз 

 

2 Матрицаның диагональды элементтерінің қосындысын есептеңіз 

2.1  

Е    А, егер   0,5 и 

 2 


А   0 



1 3


2 1 

1 



2.2  
Е    А, егер 

 

  3 и 
 1  2 


А   3 1 

 5 

0 


2 

 4



2.3  
А    Е , егер 

 
  2 и 

 4 


А   1 



3 1 


2 4

5 

3 Матрицалардың кӛбейтіндісінің мағынасы жоғын кӛрсетіңіз 

3.1 

2 1 

3 

0 
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2 0 

2 2 

1 2 

3 4 
1 1 1 1 

1 0 



1 
1 

0   0 

1 4 

а21 А   1 

2 

2 

   



 

 

 






 

 5   1  
 4 6 

  
 2 3  2 3  2 1 0  0 1  2

A)  2 7    B)      C)     
 
 

1
 4 5 1 

 0 

3 4  1 0
1

 4

D)    2 3 4 0 E) 2  3  2 3 

 

3.2 

 


 1 3   5 1 3 

 


 1 0 1 




1 2 



 5

A)     B)  0 1 2 

 C)     5 2 3 0 6     0 1 0  3 4  6

     3 2   1 
 

   

 2 1 0  1 0  0 1  2 5
D) 1 0    6 

E)     



3.3 




 3 1

  0 1


 1  6 

 2 3 1 6 


 0 1 1

A)    
 2 4 B) 2  3   C)    2 4 0

    
   

 0 2 
  2 3 3

 2   1 1 2 3 1 2   5
D) 0 3

  3   1 
2
 E) 3     4 6 

        


4 А матрица мен В матрицасының кӛбейтіндісін табыңыз, егер: 
1 0   2 0  2 0 0 1 2

А = 



2 
 , В =    0 1 0 

 0 1

4.1    0 2 4.2 А=   ,В =  
   0   


 1 0 1   1 1  А = 

2
  2 , В = 2 0

А =  , В = 2 1  
3 0 

  

4.3  0 1 0  

1 2

4.4    1   3 

 1 1  1   1 1  1 0 1А =  , В =   А= 2 

 , В =   2  1 

 2 

 

1
  2 1 0

4.5     4.6  



5 А матрицасы үшін А
2
 табыңыз 

 3 

5.1 A =

0 



 1 A =

 0 

1   0 


0 2

0 

2   0 
0  1 

1 1 


5.2 A = 0 0 

 1 

 1 0 
5.4 A = 0 0

 

0 


1



 2
2 

5.3  
 2  1

 
 1 2 

6 А 
2
 матрицасының кӛрсетілген аij элементін есептеңіз 

6.1 а13 , егер 
 1 1 0
 

А   0 3 1 

 1 

6.2 
 2 

, егер 




2 1 


0 1 

1 

1 

1 
2 

3 
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а32 А   2 

0 

а12 А   0 

1 

2 1 1 1 1 1 2 5 

1 1 2 2 
0 2 4 1 

1 2 3 1 

1 2 1 1 1 1 

2 1 

1 0 1 2 

 

4 0 0 1 

1 0 
 3  

1 0 

 



6.3 
 2 

, егер 




2 1 


1 3

1 

6.4 
 2 

, егер 




2 3


1 0

2 



7 С = А·В матрицасының кӛрсетілген cij элементін есептеңіз 

c23 , егер c12 , егер 

7.1  4 3 1 
 

 1 5 3
  7.2  2 4 3

 
 1    2   3
 

А   0 1 2 В   2 1 2 А   5 1 2 В   2   2   4
  
   

  
   



c22 , егер c13, егер 
 0 2 1  2 3 5   1 2 3  2 1 2

7.3 А   1   0 3   В    2 1 1 7.4 
 В  

 
0 2 1 




   
  
   

А   3 1 1   

 1   



Матрицалар кӛбейтіндісінің диагональ элементтерінің 

қосындысын табыңыз 
 1  1 
   1 0  1 

 1   3    0  1   1 
7.5  2  1    

2  1  0
 7.6  2   1  

1   0   2


    
 

   
 



 2 1 


1    0 1 1 
   

 2  0
   1 

 
0 1

7.7  0 0 1    2 1 2 7.8  0  1    
2  1  1


  
    

    
 


8.1 А'

.
В кӛбейтіндісін есептеңіз, егер А =

1
 2

 
1 , В = 1 0   1 


8.2 . 

 

1   1   0 

  1   3 

 

 2   1   0

 2 1

А' В' кӛбейтіндісін есептеңіз, егер А = 2 0
 , B = 

0 3


   


8.3 (А

.
В)' кӛбейтіндісін есептеңіз егер А =1 2 , B = 0 1

 

 0 3

 
 



8.4 А'
.
В, матрицалар кӛбейтіндісінің a12 элементін есептеңіз, егер 
1 0
   1   1  

А =  0    1 , В= 2 1
 
   

8.5 А'
.
В, матрицалар кӛбейтіндісінің a23 элементін есептеңіз, егер 

А =1   2   1 , В= 1 0   1 
 

1   1   0 
 

 2   1   0



8.6 А
.
В', матрицалар кӛбейтіндісінің a22 элементін есептеңіз, егер 

0 1 
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3 4 
1 1 1 1 

1 0 

  0 

 

А =  1    0    1  , B=1 2   1
 

 2 0   1
 

1   1 2



8.7 (А
.
В)', А'

.
В, матрицалар кӛбейтіндісінің a22 элементін есептеңіз, егер 

1 2   0 1
А =0  , B = 3 2 1 

   

9 А және В матрицаларының кӛбейтіндісн тап: 
1 0   2 0  2 0 0 1 2

А = 



2 
 , В =    0 1 0 

 0 1

   0 2 А=   , В= 
9.1   9.2    

   


 1 0 1   1 1  А = 
2

  2 , В = 2 0
А =   , В =  2 1  

3 0 
  

9.3  0 1 0  

1 2

9.4    1   3 



 1 1  1   1 1  1 0 1А =   , В =   А= 

 2 


 ,В = 

9.5   2  1  2  9.6  1
 2 1 0

     
 





3- тақырып. КЕРІ МАТРИЦА. 

 

Дәрiс мақсаты: Кері матрица, матрица рангі ұғымдарын енгiзу және 

матрицаның элементар түрлендіруімен таныстыру. Матрицалардың 

экономикалық түсініктемесін беру. 

 

Дәрiс жоспары: 

1 Матрицаның элементар түрлендiрулерi. 

2 Матрица рангi. 

3 Керi матрицаның анықтамасы. 
4 Кері матрица бар болуының қажетті және жеткілікті шарттары. 

5 Матрицалардың экономикалық түсініктемесі. 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 
 

Матрицаның элементар түрлендiрулерi: 

1. нольдiк жолды (бағананы) тастап кету; 
2. матрица жолының (бағанасының) барлық элементтерiн нольге тең емес санға 

кӛбейту; 

3. матрица жолының (бағанасының) ретiн ӛзгерту; 

4. бiр жолдың (бағананың) барлық элементтерiне екiншi жолдың (бағананың) 

сәйкес элементтерiн кез келген санға кӛбейтiп қосу; 

5. орын алмасқан матрица алу. 

А матрицасының k –реттi миноры деп k жол мен k бағананың қиылысында 

тұрған элементтерден құралған анықтауыш аталады. 

1 
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A 

 

Егер анықтауышы нольге тең (тең емес) болса, онда квадрат матрица 

нұқсанды (нұқсанды емес) деп аталады. 
А матрицасы – нұқсанды (ерекше) <=> |А| = 0; 

А матрицасы – нұқсанды емес (ерекше емес) <=> |А| ≠ 0 

А матрицасының ең үлкен нольден ӛзгеше минорының ретi осы 

матрицаның рангi деп аталады. А матрицаның рангi r(А) деп белгiленедi 

Мына арақатынас орындалатыны анық: 0 ≤ r (A) ≤ min (m, n). 

Бұл анықтамадан: 

а) Аm×n матрицасының рангi оның ӛлшемiнiң ең кiшiсiнен артпайды; 
б) матрицаның барлық элементтерi нольге тең болғанда сонда тек қана сонда 

r(A)=0 болады; 

в) А матрицасы нұқсанды емес болса, сонда тек қана сонда n-реттi квадрат 

матрица үшiн r(A) = n болады. 

г) егер матрица рангы rA  r болса, онда r 1 ретті минордан бастап жоғарғы 

ретті минорлардың барлығы нӛлге тең болады. 
Матрица рангысының қасиеттері: 

10. Матрицаны транспонирлегеннен оның рангысы ӛзгермейді. 

20. Матрицаның жолын(бағанын) ауыстырғаннан оның рангысы ӛэгермейді. 

30. Матрицаның бір жолының(бағанының) барлық элементтерін бірдей санға 

кӛбейткеннен рангы ӛэгермейді. 

40. Матрицаның бір жолына(бағанына) басқа жолдың(бағанының) сәйкес 

элементтерін бірдей санға кӛбейтіп қосқаннан оның рангысы ӛэгермейді. 

50. Матрицаның бір жол(баған) элементтері толығымен нӛлге тең болғанда, оны 

алып тастағаннан рангы ӛэгермейді. 

60. Егер матрицаның бір жолы(бағаны) басқа жолдардың(бағандардың) сызықты 

комбинациясы болғанда, оны алып тастағаннан, матрицаның рангысы 

ӛэгермейді. 

Теорема. Матрицаның элементар түрлендiрулерi оның рангiн ӛзгертпейдi. 

Теорема. Матрица рангi олар арқылы қалған жолдары (бағаналары) 

ӛрнектелетiн ең кӛп сызықтық тәуелсiз жолдар немесе бағаналар санына тең. 

Егер оларды ӛзара кӛбейткенде бiрлiк матрица шықса, онда А
-1

 матрицасы 

А квадрат матрицасына қарағанда керi матрица деп аталады: 

А  А
1

  А
1

  А  Е 

Теорема. А
-1

 керi матрицасы бар болуы үшiн А матрицасының нұқсанды 

емес болуы қажеттi және жеткiлiктi. 
 

Егер элементтерi A матрицасының алгебралық толықтауыштары болса, 

онда n- шi реттi A квадрат матрицасы бiрiктiрiлген матрица деп аталады. Керi 

матрица мына формуламен есептеледi: A1 
1 

A , мұнда 
 

 A11 A21 A31   … An1 
A    A A A … A 


 – бiрiктiрiлген матрица. 

 12 22 32 n 2  A A A … A 

 1n 2n 3n nn 
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Керi матрица табудың Жордан-Гаусс деп аталатын қарапайым тәсiлi бар. 

Ол үшiн А матрицасының оң жағына бiрлiк матрица Е тiркелiп жазылады. Содан 

соң шыққан кеңейтiлген матрицаның (А/Е) жолдарына элементар түрлендiрулер 

жасау арқылы А матрицасы бiрлiк матрица түрiне келтiрiледi. Осы есептеулер 

процессi аяқталған соң, яғни А матрицасының орнында бiрлiк матрица шыққан 

соң оң жақтағы бiрлiк матрица Е тұрған жерде керi матрица А
-1

 пайда болады. 

Басқаша айтқанда (А/Е) кеңейтiлген матрицаның орнында (Е/А
-1

) кеңейтiлген 

матрица шығады. [1] 

 

Мысал. Элементар түрлендіру әдісімен А түріндегі матрицаның рангін табыңыз 

 

Шешімі Матрицаның рангін табу үшін бастапқы матрицаны тең рангілі 

трапециялық матрицаға айналдырамыз. Сонымен қатар, біз негізгі диагональдан 

тӛмен тұрған барлық элементтерін нӛлге айналдырып, ал негізгі диагональда 

тұрған барлық элементтер нӛлден ӛзгеше болуын мақсат етеміз (нӛлдік жолдарда 

тұрған соңғылардан басқа). Қажетті матрица түріне келтіріп алдық және оның 

рангі бастапқы матрицаның рангісіне сәйкес келеді. 
 

Ерекше емес шаршы субматрицаны анықтау оңай (3-ші ретті). 
1 1 4 

0 1 6 

0 0 7 

Сондықтан, |A| матрицаның рангі 3 тең. (Жауабы: rang |А| = 3). 
 

 1 2 1
Мысал. Нұқсанды емес А  

 
0 1 1 

 
матрицасы берiлген. 

 

1) А-1
 керi матрицасын тап; 

 
 2 0 1 

2) матрицаларды кӛбейту ережесiн пайдаланып 

орындалатынын кӛрсет, мұнда Е – бiрлiк матрица. 

А А1  Е теңдiгi 

 

Шешмі:  
 А11 А21 А31 

Керi матрицаны А1 
1  

А А А 
 

формуласымен табамыз, мұнда Аij – аij 
 12 22 32  А А А 

 13 23 33 
А 
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элементтерiнiң алгебралық толықтауыштары. А матрицасының анықтауышын 

1 2 1 

есептеймiз: А  0 1 1  1 4  0  (2  0  0)  1 . 

2 0 1 

Аij–алгебралық толықтауыштарын табамыз: 

А  (1)
11

 
1 1 

 1 А  (1)
21

 
2
 
1 

 2 А  (1)
31

 
2
 1 

 1
 

11 
0 1

 21 
0 1

 31
 1 1 

А  (1)
12

 
0 1 

 2 А  (1)
22

 
1
 1 

 3
 А  (1)

32
 
1
 
1 

 1 
12 

2   1
 22 

2 1
 32 

0 1
 

А  (1)
13

 
0
 1 

 2
 А  (1)

23
 
1 2 

 4 А    (1)
33

 
1 2

 
 
 1 

13 
2 0

 23 
2 0

 33
 0 1 

 

 1 2 1 
Формула бойынша керi матрицаны есептеймiз: A

1
  
 

2 3 1



  2 4 1

 


2) матрицаларды кӛбейту ережесiн пайдаланып 

орындалатынын кӛрсет, мұнда Е – бiрлiк матрица. 

А А1  Е теңдiгi 

 

 1 2 1  1 2 1   1 4  2 2  6  4   1 2 1  1 0 0 
AA

1
  

 
0 1 1 

 

 

2 3 1
 
 
   

2  2 3  4 11  
 
 
 
0 1 0 




        2 0 1   2 4 1  2  2 4  4 2 1   0 0 1 

       



1.2 Тексеруге арналған сұрақтар: 

1. Матрицаның рангi дегенiмiз не? 

2. Матрица рангi қай уақытта нольге тең болады? 

3. Керi матрица деп қандай матрица аталады? 

4. Қандай матрица нұқсанды матрица деп аталады? 
5. Қандай матрица нұқсанды емес матрица деп аталады? 

6. Керi матрица болу шарты қандай? 

7. Қандай матрица орын алмасқан деп аталады? 
8. Қандай матрица бiрiктiрiлген деп аталады? 

 
 

1.3 Есептер шығару: 

 

1 А матрицаға кері матрицаны тап 
 

1.1 А =    2 1 А =   4  3


 3 2




1 3

1.2  
1 

А =  4 


1 

 7 
1.3 А = 

1
 

4
 . 1.4  

3  5 
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1  0 1 

   

 0 

2 4 



 0 

   

6  

1 



1 

4.1 А = 0
 



2 





1 



9   

1
 

1 





2 0  

2  

3  



 1 




2 А матрицаға кері А
-1

 матрицасын тап 
 1  3  1  А =  

2
  1 0 

2.1 А = 
 1 4 1 


 2.2 

 1 2  1



  2   1 



 4 2  1  А =  
1

 0 2 

2.3 
А =  

5 3  2

 2.4  

 2 1 






А =  
3

 

2  1 

2 5 
 1 

А =  
3

 
 1 
1  1

2.5  

 2 1 3
 
 

2.6  
 2 1 2 




  1   1 

3 Матрицаның рангін есепте: 
  1 0   2 3    1 0   2 3 

3.1 
 2 0 4    5


 3.2 


1 0 2    2




  4  1 1 2    3 

3.3   3 0 0 6 
 0 1 1 0 

 1  1 


0 2 


 2 0 


0   4 3.4  1 1 1   2


3.5 

 

  1  1 0 0

  2 0 


 2 2 1 0





  3 0 




 0   1 

 2 



 0 0 



х 


6

 2 

2 



матрицасы х-тің қандай мәнінде нұқсанды болады 

1.2 А =  х 4 

 1 

4 матрицасы х-тің қандай мәнінде нұқсанды болады 





1.3 

 0 

х-тің қандай мәнінде А = 

0 


 2 

1 х 


2 6

1  2 

0 0

матрицасында кері болмайды 

1.4  х-тің қандай мәнінде А = 







х 3 

3 

матрицасында кері болмайды? 

 

 

4 тақырып. Сызықтық теңдеулер жүйесi 

Дәрiс мақсаты: Сызықтық теңдеулер жүйесiн шешу әдiстерiмен таныстыру 

 
Дәрiс жоспары: 

1 Негiзгi ұғымдар. 

2 Теңдеулер жүйелерінің үйлесімділігі. Кронекер-Капелли теоремасы. 

3 

5 

7 

5 

х 

1 
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a 



1 1 



 

3 Сызықтық теңдеулер жүйесiн элементар түрлендірулер. 

4 Белгісіздер саны мен теңдеулер саны бірдей теңдеулер жүйесін шешу. 

Матрицалық теңдеулерді шешу. Матрицалық тәсіл. 

5 Крамер ережесі. 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 
 

n белгiсiзi (айнымалысы) бар m сызықтық теңдеулер жүйесi мына түрде 

болады: 

a11x1  a12x2  a13x3  ...  a1n xn  b1 

 21x1  a22 x2  a23x3  ...  a2n xn  b2 

a31x1  a32 x2  a33x3  ...  a3n xn  b3 

......... ......... ......... ......... ......... .... 

am1x1   am 2 x2   am3 x3   ...  am nxn    bm 

(1) 

 
 

  

Мұнда aij және bi ( i  1,m ; j  1,n ) кез келген нақты сандар, олар сәйкес (1) 

теңдеулер жүйесiндегi белгiсiздер коэффициенттерi және бос мүшелер деп 

аталады. 

Жүйенiң қысқаша жазылуы: 

 

 


j 1 

aij x j  bi i 1, m. 

Жүйенiң әр теңдеуiнде белгiсiздердiң орнына қойғанда оларды тепе- 

теңдiкке айналдыратын n нақты сандар жиыны 

теңдеулер жүйесiнiң шешiмi деп аталады. 

x    , x2   2 
,  …  , xn   n 

Егер (1) жүйенiң ең болмағанда бiр шешiмi болса, онда ол үйлесiмдi, ал 

бiрде-бiр шешiмi болмаса, онда ол үйлесiмсiз деп аталады. Үйлесiмдi теңдеулер 

жүйесiнiң бiр ғана шешiмi болса, онда ол анықталған, ал шешiмi бiрден артық 

болса, онда ол анықталмаған жүйе деп аталады. 

(1) түрiндегi екi теңдеулер жүйесiнiң шешiмдер жиыны бiрдей болса, онда 

олар эквиваленттi немесе мәндес деп аталады. Жүйенi элементар 

түрлендiрулер оны эквиваленттi (мәндес) жүйеге келтiредi. 

 

Сызықтық теңдеулер жүйесiнiң элементар түрлендiрулерi. 
 

– 0  x  0  x2  ...  0  xn  0 - теңдеуiн сызып тастау; 

–жүйедегi теңдеулердiң немесе теңдеудегi 

ауыстыру; 

aij xj қосылғыштардың орнын 

–жүйедегi бiр теңдеудiң екi бӛлiгiне, екiншi теңдеудiң сәйкес екi бӛлiгiн кез 

келген нақты санға кӛбейтiп қосу; 

–жүйедегi басқа теңдеулердiң сызықтық комбинациясы болатын теңдеудi 

жүйеден алып тастау. 

n 

1 
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1 



 ,  









 

(1) жүйенің белгісіздерінің коэффициенттерінен құралған А матрицасы жүйе 

матрицасы деп аталады: 
 

 a11 
a

12 
... a

1n   

А  
 a21 

a
22 ... a

2n   (2) 
 ... ... ... ... 

a a ... a 
  m1 m2 mn 



А матрицасына бос мүшелерден тұратын бағананы қоссақ, онда жүйенің 
кеңейтілген матрицасы пайда болады: 

 

 a11 

АВ =  
a

21 

a
12 

a
22 

... 

... 

a
1n 

a
2n 

b 



b
2 



(3) 
 ... ... ... ... .... 

a a ...   a b 
  m1 m2 mn m 



Жүйенің кеңейтілген матрицасы АВ деп белгiленедi. 
 

 x1   b1 
   

Екі бағана матрица енгізейік: X 
 x2 
 ... 

B  
 b2  . 

... 
   x b 
  n   m 



Х - белгісіздер матрицасы және В- бос мүшелер матрицасы. 

Сонда (1) сызықтық теңдеулер жүйесін матрицалық түрде АХ=В деп 

жазуға болады. Осы теңдіктің екі бӛлігіне А1 матрицасын кӛбейтеміз. Сонда 

А1  А  Х  А1  В теңдігі шығады. Бұл теңдіктен А1  А  Е болғандықтан 

Е  Х  А1  В теңдігін аламыз. Бұдан Е  Х  Х болғандықтан Х  А1  В болады. 

Осы теңдік арқылы белгісіздер саны мен теңдеулер саны бірдей сызықтық 

теңдеулер жүйесін матрицалық түрде шешуге болады. [1] 

Мысал. Сызықтық теңдеулер жүйесiн матрицалық түрде жаз және оны 

керi матрица кӛмегiмен шеш: 

 

2х1  4х2   2х3  12 


3х1  х2  2х3  1 

х1  3х2  2х3  9 

(1) 

 

Шешуi: 

Белгiсiздер коэффициенттерiнен А матрицасын, 

Х және бос мүшелерден В матрицаларын құрамыз: 

 
х1 , 

 
х2 , 

 
х3 белгiсiздерден 
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 2 -4 2   х1   12 
А = 

 
3 1 -2 

 
, Х = 

 
х 
 

, В = 
 

1 



   2    -1 3 -2   х   9 
   3   



(1) жүйенiң сол жағын А* Х матрицаларының кӛбейтiндiсi түрiнде, ал оң жағын 

В матрицасы арқылы жазамыз. Сонда (1) жүйе матрицалық теңдеу түрiнде 

жазылады: 

А * Х = В. (2) 

 

Егер А матрицасының анықтауышы нольден ӛзгеше болса, онда А 

матрицасының керi матрица 

А
1

 матрицасын кӛбейтемiз: 

А
1

табылады. (2) теңдiктiң екi бӛлiгiне сол жағынан 

А
1

* А * Х = А
1

* В 

А
1

* А = Е және Е * Х = Х болғандықтан 

Х = А
1

* В. (3) 
 

(3) формула сызықтық теңдеулер жүйесiн шешудiң матрицалық түрде жазылуы 

деп аталады. (3) формуланы қолдану үшiн ең әуелi 

қажет. 

А1 
керi матрицасын табу 

 

 
 А 

2 -4 2 
3 1 -2 

 

= -4; А
1

=  
1
 

 
 

 4 -2 6  
8 -2 10 




4  
-1 3 -2 

10 -2 14 
 



(3) формулаға матрицаларды қойып жүйенiң шешуiн табамыз: 
 

 х1   4 -2 6 1   -12   4 1  1 
 

х2 
 

= 


8 -2 10 


* 
 

1 
 
= 

 
-8  

=
 2 

 
, 

  4     4    
 х 

10 -2 14   9   4   -1

 3         


яғни жүйенiң шешуi х1 = 4, х2 = 2, х3 = 1 болады. 

Теорема (Крамер ережесі). 

Белгісіздер саны жүйенің теңдеулер санына тең (m=n) болсын. Жүйе 

матрицасының анықтауышын A деп, ал A анықтауышындағы j бағанасын бос 

мүшелер бағанасымен В алмастырғаннан шыққан анықтауышты Aj деп 

белгілейік. Сонда егер A ≠0 болса, онда сызықтық теңдеулер жүйесінiң жалғыз 

ғана шешімі болады және ол мына формуламен анықталады: [1] 
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хi  , (j = 1, 2, …, n) А  0 (4) 
 

 

Мысал. Берілген сызықтық теңдеулер жүйесiн Крамер әдісі арқылы шешу: 

 

Шешуі: Крамер әдісі анықтауыштарды қолдануды қамтиды. Біріншіден, 

жүйенің негізгі матрицасының анықтауышын табамыз: 
 

 

Енді матрицалардың Ах, Ау, Аz анықтауштарын табамыз: 
 

Aj 

A 
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Енді х, у, z шешімдерін табамыз: 

 



28 
 

 

Сонымен, жүйенің жауабы: 
 

 

1.2 Тексеруге арналған сұрақтар: 

1. n белгісізі сызықтық теңдеулер жүйесінің шешімі дегеніміз не? 

2. Қандай сызықтық теңдеулер жүйесi үйлесімді және үйлесімсіз деп аталады? 

3. Анықталған және анықталмаған сызықтық теңдеулер жүйесi. 
4. Сызықтық теңдеулер жүйесінің жалпы және дербес шешімі. 

5. Эквивалентті (мәндес) сызықтық теңдеулер жүйелері. 

6. Сызықтық теңдеулер жүйесінің элементар түрлендірулері. 

7. Сызықтық теңдеулер жүйесінің матрицасы және кеңейтілген матрицасы. 

8. Сызықтық теңдеулер жүйесін Крамер формулалары бойынша шешу. 

 

1.3 Есептер шығару: 

 

1. Жүйені матрицалық әдіспен шеш: 

 

 

2. Жүйені Крамер формуласымен шеш: 

 

а)  б)  

в)  г)  

3. Жүйелерді: а) Крамер формуласымен шеш; 

б)          матрицалық          әдіспен          шеш; 

а)  б) 

в)  г)  
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a 


a 

 

 

 

 

д) е) 

 

 

 
ж) 

 

 

 

 

и) 
 

 

5-тақырып. Біртекті сызықтық теңдеулер жүйесi. 

 

Дәрiс мақсаты: Сызықтық теңдеулер жүйесiн Гаусс әдiсiмен шешуді үйрету 

және біртекті теңдеулер жүйесімен таныстыру 

Дәрiс жоспары: 

1 Жалпы сызықтық теңдеулер жүйесін шешу. Гаусс әдісі. 

2 Бiртектi сызықтық теңдеулер жүйесi. 

 
1.1 Негізгі теориялық мәлімет 

 

Сызықтық теңдеулер жүйесiн шешудiң ең тиiмдi әдiсi – Гаусс әдiсi. Бұл 

әдiспен кез келген жүйе шешiледi. Сондықтан оны универсал әдiс деп атайды. 

Гаусс әдiсi – теңдеулер жүйесiндегi белгiсiздердi бiртiндеп жою әдiсi. 

n белгiсiзi бар m сызықтық теңдеулер жүйесi берiлсiн: 

 a11x1  a12 x2  a13 x3 …  a1n xn  b1 

 21 x1  a22 x2  a23 x3 …  a2n xn  b2 


 31 x1  a32 x2  a33 x3 …  a3n xn  b3 

(1) 

am1 x1   am2 x2   am3 x3  …  amn xn  bm 

Гаусс әдiсiмен шешу процесi екi этаптан тұрады. Бiрiншi этапта (тура жол) 

жүйе сатылы түрге келтiрiледi. Екiншi этапта (керi жол) сатылы жүйеден 

белгiсiздер бiртiндеп анықталады. 

Гаусс әдiсiн толығырақ сипаттайық. 

Тура жол. Бiрiншi этапта коэффициент а11 деп есептейiк (егер а11= болса, 

онда х1 белгiсiзiнiң коэффициентi нольден ӛзгеше теңдеу жүйеде бiрiншi етiп 

жазылады). а11 коэффициентiн жетекшi коэффициент деп, ал ол тұрған теңдеудi 

жетекшi теңдеу деп атаймыз. 

з) 

к) 
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i 

a x 
kn k 











 kk 

 

Элементар түрлендiрулердi қолданып, (1) жүйенiң бiрiншi теңдеуiнен 

басқа теңдеулерiнде х1 айнымалысын жоямыз. Ол үшiн жетекшi теңдеудiң екi 
бӛлiгiн  а21  -ге кӛбейтiп, екiншi теңдеуге мүшелеп қосамыз. Содан соң жетекшi 

 а 
 11  

теңдеудiң екi бӛлiгiн 
 

а31 





санына кӛбейтiп, жүйенiң үшiншi теңдеуiне 
 а 
 11 

қосамыз. Осы процесті жалғастыра отырып, берілген теңдеулер жүйесіне мәндес 

жүйе аламыз. 
 

a11x1  a12 x2  a13 x3  ...  a1n xn  b1 

 
a

2


2 
x

2  a2


3 x3  ...  a2


n xn  b2
 (2) 

 a3


3  x2    a3


3 x3   ...  a3


n xn    b3


 ......... ......... ......... ... 

 am
 

2 x2    am
 

3 x3   ...  am
 

n xn    bm




Мұнда ai

j , 

 
 

b ( i, j  2,m ) – коэффициенттердің және бос мүшелердің бірінші 

қадамнан кейін пайда болған жаңа мәндері.Осы сияқты a2


2    0 элементін 

жетекші деп алып жүйенiң бірінші және екінші теңдеулерiнен басқа барлық 

теңдеулерiнде х2 белгісізін жоямыз және т.с.с. 

 
a11 x1  a12 x2  a13 x3  ...  a1n xn  b1 
 

a x  a x  ...  a x  b

 
22   2 23   3 2n    n 2 

 a33 x3  ...  a3n xn  b3
 ................................. 

 am3 x3   ...  amn xn    bm

(3) 

 

Бұл процесті мүмкін болғанша жалғастыра беремiз. 

a11 x1  a12 x2  a13 x3  ... a1n xn  b1 

 a2


2 x2  a23 x3  ... a2 n xn  b2

 a33 x3   ... a3n xn    b3
 ......... ......... ......... ... 

(4) 

 (k 1)  ... a (k 1) x  b (k 1) 

 

Егер (1) жүйенi сатылы түрге келтіру процесінде нольдік теңдеулер (0=0) 

пайда болса, онда оларды алып тастаймыз. Ал егер 0=bi түрiндегi теңдеу шықса, 

онда ол берілген жүйенің үйлесімсіздігін кӛрсетеді. 

 

Кері жол. Екінші этапта сатылы жүйе шешiледi. Егер сатылы жүйе трапеция 

түрiнде болса, онда жүйеде шексiз кӛп шешiм болады. Оны шешу үшiн жүйенің 

соңғы теңдеуінен xk белгісізін қалған (xk+1,…,xn) белгісіздері арқылы 

ӛрнектейміз. Содан соң xk мәнін тӛменнен екінші теңдеуге қоямыз да одан xk-1 

белгісізін (xk+1,…,xn) арқылы ӛрнектейміз. Осылайша xk-2,…,x1 белгiсiздерi 

k n 
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a x m 







 mn  n 

 

табылады. Содан кейiн (xk+1,…,xn) бос белгісіздеріне кез келген мәндер бере 

отырып жүйенiң шексіз кӛп шешімдер жиынын табамыз. 

 

1-ескерту. Егер сатылы жүйе үшбұрыш түрiнде болса, 

a11 x1  a12 x2  a13 x3  ...  a1n xn  b1 

 a2


2 x2  a23 x3  ...  a2 n xn  b2

 a33 x3   ...  a3n xn   b3
 ......... ......... ......... ... 

(5) 

 (m1)  b (m1) 

 

онда жүйенің жалғыз шешімі болады. Соңғы теңдеуден xn мәнін табамыз, оның 

үстіндегі теңдеуге қойып xn-1 табылады, жүйе бойынша жоғары кӛтерiле отырып 

қалған (xn-2,…,x1) белгісіздері табылады. 

Егер сызықтық теңдеулер жүйесінiң барлық бос мүшелерi нольге тең 

болса, онда ол біртекті деп аталады. Біртекті сызықтық теңдеулер жүйесінiң 

жалпы түрi мынадай болады: 

a11x1  a12 x2  a13 x3  ...  a1n xn  0 

a x  a x  a x  ...  a x  0 

 
21   1 22   2 23   3 2n n 

a31 x1  a32 x2  a33 x3  ...  a3n xn  0 
...................................................... 

am1 x1   am2 x2   am3 x3   ...  amn xn    0 

 

 
(6) 

Біртекті сызықтық теңдеулер жүйесі әрқашан үйлесімді, себебі хi=0 

(i=1,2,…,п) жиынтығы жүйенің барлық теңдеулерін қанағаттандырады. Бұл 

нольдік шешім деп аталады. 

Теорема. Егер біртекті сызықтық теңдеулер жүйесінің рангі жүйедегi 

белгісіздер санынан кем болса, сонда тек қана сонда жүйеде нольдік емес шешім 

болады. 

Салдар. Егер біртекті сызықтық теңдеулер жүйесінің теңдеулер саны 

белгісіздер санынан кем болса, онда жүйенің нольден ӛзгеше шешімі болады. 

Салдар. Егер біртекті сызықтық теңдеулер жүйесінің теңдеулер саны 

белгісіздер санына тең болса, онда жүйе матрицасының анықтауышы нольге тең 

болғанда сонда тек қана сонда жүйенiң нольден ӛзгеше шешімі болады. 

Біртекті сызықтық теңдеулер жүйесі шешімдерінің кез келген сызықтық 

комбинациясы осы жүйенің шешімі болады. (6) біртекті жүйесінің барлық 

шешім-векторлар жиынынан базис таңдап алуға болады, яғни берілген жүйенің 

кез келген шешім векторы осы базистың векторларының сызықтық 

комбинациясы болады.Кез келген осындай базис біртекті сызықтық теңдеулер 

жүйесі шешімдердің фундаментальді жүйесі деп аталады. 

Теорема. Егер (6) біртекті сызықтық теңдеулер жүйесінің рангі r 

белгісіздер санынан n кем болса, онда (6) жүйенің кез келген шешiмдерiнiң 

фундаментальді жүйесi n – r шешімнен тұрады.[2] 
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 0 


 0  0 

 

 

Мысал: Гаусс әдісі арқылы теңдеулер жүйесін шешу: 
 

Шешуі: Кронекер-Капелли теоремасы бойынша, егер матрицаның рангі 

кеңейтілген матрицаның рангісіне тең болса, жүйе үйлесімді болады. 

Элементар түрлендірулер арқылы матрицаның және кеңейтілген 

матрицаның рангісін табыңыз: 

 

 

 

 
 

, рангтері тең болғандықтан, бұл жүйе үйлесімді. 
Ендi жүйедегi белгiсiздердi табамыз. 

Үшінші жолдан: 

 

Екінші жолдан: 

 

Бірінші жолдан: 

 

Жауабы: 

 
Мысал. Сызықтық теңдеулер жүйесiн Гаусс әдiсiмен шеш: 

x1  2x2  4x3  21 
2x  x  3x  13 

 1 2 3 3x  5x  3x  0. 
 1 2 3 

Шешуi: Жүйенiң кеңейтiлген матрицасын құрамыз және матрицаның 

элементар түрлендiрулерiн қолданып оны баспалдақ түрге келтiремiз: 
 

 1   2 4 21  1   2 4 21   1 2 4 21 
 

2  1  3 13 



 
3 5 29 


 -1→ 


 0 1 15 


63 

 3 5 3 0 
 1 15 63   3 5 29 



 1 2 4 21  x1  2x2  4x3  21  
0 1 15   63 

 матрицаны қайтадан жүйе түрiнде жазамыз: 
 

x 15x  63 . 
   2 3  0 0 40 160   40x  160. 
   3 

-2 -3 

3 → . 
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х 

1 2 

х  2 3 


х  2 



х  4 х  4  3 
х  3 



х 



х 
2 



 

 

Ендi жүйедегi белгiсiздердi табамыз. 
 

х1  2х2  4х3  21 х1  2х2  4х3  21 х1  2х2  4х3  21 х1  2х2  4х3  21 
 

 15х  63   х  15  4  63 
2 

 
 60  63   х  3 

2 

 
 3  х3  4  

х1  2  3  4  4  21 х1  22  21 х1  1 

   х2  3 

 3   4 

   х2  3 

 3  4 

 
 

х   3 

 3  4 

 

Жауабы: x   1 ; x  3 ; x3  4 
 

1.2 Тексеруге арналған сұрақтар: 

1. Сызықтық теңдеулер жүйесін Гаусс әдісі бойынша шешу. 

2. Қандай сызықтық теңдеулер жүйесі біртекті деп аталады? 
3. Қай жағдайда сызықтық теңдеулер жүйесінің нольдік емес шешімі болады? 

 

1.3 Есептер шығару 

 

Сызықтық теңдеулер жүйесiн шеш 

1 2 

 

 

 
3 4 

 

 

 

 

5 6 

 

 

 

 
 

7 8 



 4 
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6-тақырып. Сызықтық алгебраның экономикада қолданылуы 

 

Дәрiс мақсаты: Сызықтық алгебра элементтерін кейбiр экономикалық 

есептердi шешуге қолданып үйрету. 

 

Дәрiс жоспары: 

1 Салааралық баланстың сызықтық моделi. 

2 Халықаралық сауданың сызықтық моделi. 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 

 

Әрқайсысы біртекті ӛнім ӛндіретін екі (n=2) ӛндіріс саласы 

қарастырылсын. Ӛнімнің бір бӛлігі бiрiншi және екiншi саланың ӛндіріс ішіндегі 

тұтынуына, ал екінші бӛлігі жеке және қоғамдық (материалдық ӛндіріс 

сферасынан тыс) түпкі тұтынудың мақсаттарына жұмсалсын. 

Бір уақыт аралығында (жыл) ӛндіріс процессін қарастырайық. 

Мына белгілеулердi енгізейік: 

хi – i саласының жалпы ӛнім кӛлемі (i = 1, 2); 

хij –ӛндіру процесінде j-ші сала тұтынатын i–ші саланың ӛнім шығару 

кӛлемі (i, j = 1, 2); 

yi – i-ші саланың ӛндірістік емес тұтынуға арналған ӛнімінің түпкі кӛлемі. 
Кез келген i –ші саланың жалпы ӛнім кӛлемі екі сала тұтынатын ӛнім 

кӛлемі мен түпкі ӛнім кӛлемiнің қосындысынан тұратындықтан 
2 

xi   xij  yi , (i  1, 2). 
j 1 

(1) 

(1) теңдеулер баланстық қатынастар деп аталады. Егер (1) теңдеуіне кіретін 

шамалардың бәрі құнмен ӛрнектелсе, онда әдетте құндық баланс 

қарастырылады. Егер j-ші саланың бір ӛнімiн шығаруға жұмсалатын i-ші сала 

ӛнімiнiң шығынын кӛрсететін тікелей шығын коэффициенттерін енгізсек, 
 

 

аij 
 

xij 
, (i, j  1, 2) 

x 
(2) 

j 

және кейбiр уақыт аралығында аij коэффициенттерi тұрақты, ол қалыптасқан 

ӛндiрiс технологиясына тәуелдi десек, яғни 
 

xij  aij x j, (i,j=1,2), (3) 
 

онда (1) баланстық қатынас мына түрде болады: 

 
 

 

xi    aij x j    yi ,  (i=1,2). 
i1 

(4) 

2- ескерту. аij коэффициенттерi тұрақты деген келiсiм (3) теңдеу салдары 

материалдық шығындар жалпы ӛнiмнен сызықтық тәуелдi екенiн бiлдiредi. 

2 
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a 

y 



 

Сондықтан (4) салааралық баланс моделi сызықтық деп аталады. 
 

X  
 x1 

, A=
 a11 a12  

, Y= 
 y1 

, деп белгiлейiк 
 

x  
 

a a 
  

y  


  2    21 22    2 



Мұнда Х – жалпы ӛнiм векторы, Y – түпкi ӛнiм векторы, А – тiкелей шығын 

матрицасы. Сонда (4) теңдеуін матрицалық түрде жазуға болады: 

 

Х=АХ + Y немесе (Е-А)Х=Y, (5) 

 

мұнда Е – бірлік матрица. 

Ендi, бiрiншi ӛндiрiс түпкi ӛнiм кӛлемiн m есе арттырады деп есептейiк. 
Сонда түпкi ӛнiм векторы ӛзгередi 

Y  
 my1 

.
 Егер қалыптасқан ӛндiрiс 

 
 2   

технологиясында А шығын матрицасы ӛзгермейдi десек, онда (5) матрицалық 
теңдеуiнен жаңа Y векторына сәйкес Х жалпы ӛнiм векторын табуға болады. 
Саларалық баланстың негiзгi мақсаты осы болып табылады. (5) теңдеудiң екi 

бӛлiгiн Е  А1 
-ге кӛбейтсек, онда шешiмдi матрицалық түрде аламыз: 

 

X  Е  А1
Y (6) 

 

S=(E-A)
-1

 матрицасы толық шығын матрицасы деп аталады. Есептің 

экономикалық мағынасына байланысты Х,Y және А матрицаларының 

элементтері теріс емес болады. (5) теңдеуінің шешімі болу үшін А 

матрицасының кез келген бағанасы элементтерінің қосындысы бірден артпауы 

және ең болмағанда бір бағанасы үшін бұл қосынды бірден кіші болуы қажет.[2] 

n мемлекеттiң S1, S2, …, Sn ұлттық табыстары сәйкес х1, х2, …, хn болсын. aij 

коэффициенті арқылы Sj мемлекетiнiң Si мемлекетiнен тауар алу үшін 

жұмсайтын ұлттық табысының бӛлігін белгілейік. Барлық бюджет мемлекет 

ішінен немесе сырттан тауар алуға жұмсалады деп есептейік, яғни: 

 
 

 

aij 

i1 

 1( j  1, 2..., n) (7) 

 

Сауданың құрлымдық матрицасы деп аталатын 
 

 a11 a12 ... a1 n  

A  
 a21  a2 2 ...a2 n  
 

...................

 n1 

a
n 2 

...a 


n n 


матрицасын қарастырайық. (7) теңдеуіне сәйкес А матрицасының кез келген 

бағанасының элементтерінің қосындысы бірге тең. 

n 
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a 

a 



x 

 

Кез келген Si (i=1, 2, …,n) мемлекетi үшін ішкі және сыртқы саудадан 

түскен табыс: pi  ai1 x1  ai 2 x2  ... ai n xn . Балансты сауда үшін әр Si мемлекетiнiң 

саудасында тауар тапшылығы болмауы қажет, яғни саудадан түскен табыс оның 

ұлттық табысынан артпауы қажет: pi  xi (i=1, 2, …,n). Егер pi  xi (i=1, 2, 

…,n) деп есептесек, онда мына теңсіздіктер жүйесін аламыз: 
 

a11x1  a12 x2  ...  a1n xn  x1 , 

 21 x1 


a2 2 x2  ...  a2 n xn  x2 , (8) 

..............................................., 

 n1 1 

an 2 x2  ...  an n xn  xn .

 

(8) жүйесінде барлық теңсіздіктердi қосып, бюджет шамасы хj болатын 

қосылғыштарды    топтасақ,    онда 
x1 (a1 1  a2 1 ...  an 1 )  x2 (a1 2  a2 2  ...  an 2 )   ... xn (a1 n  a2 n   ...  an n )  x1  x2  ... xn . 

Жақшалардың ішіндегі қосындылар бірге тең екендігін ескерсек, онда қарама- 

қайшы теңсіздікке келеміз: x1  x2 ...xn  x1  x2 ...xn. 

pi  xi 
(i=1, 2, …,n) теңсіздігі мүмкін емес болғандықтан, pi  xi 

шарты 

мына түрге келеді: pi  xi (i=1, 2, …,n). (Экономикалық тұрғыдан бұл түсінікті, 

себебі барлық мемлекет бірдей пайда ала алмайды). Әр компоненті сәйкес ел 

бюджетін сипаттайтын x = (x1, x2 , ... xn ) бюджет векторын енгізсек 
 

AX=X, (9) 

 

матрицалық теңдеуін аламыз. Мұнда X – x векторының координаталарынан 

тұратын бағана-матрица, яғни есеп А матрицасының меншікті мәні   1. 

болатындай меншікті векторын іздеуге келiп соқты.[2] 

 

1.2 Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар 

1. Салааралық баланс теңдеуін жаз. 

2. Халықаралық сауданың сызықтық моделi дегеніміз не? 

 

1.3 Есептер шығару 

 

1. Есеп беру кезеңіндегі баланс орындалуы туралы мәліметтер (шартты ақша 

бірлігі) кестеде берілген. 

Салала 

р 

Тұтынушылар 
Түпкі 
ӛнім 

Жалпы 
ӛнім 

 1 2 3 Y X 

 

ӛндіріс 

1 10 5 15 70 100 

2 15 15 10 80 120 

3 5 10 20 165 200 
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Егер бірінші саланың соңғы ӛнімі екі есе, екінші саланікі – 20% артып, ал үшінші 

саланікі бұрынғы деңгейде қалса¸онда әр саланың жалпы ӛнімінің қажетті 

кӛлемін тап. 

 

2. Есеп беру кезеңіндегі баланс орындалуы туралы мәліметтер (шартты ақша 

бірлігі) кестеде берілген. 

 

салалар 
Тұтынушылар кі ӛнім лпы ӛнім 

 1 2 3 Y X 

 

ӛндіріс 

1 20 15 10 55 100 

2 15 10 15 80 120 

3 20 10 5 165 200 

 

Егер бірінші саланың соңғы ӛнімі екі есе, екінші саланікі –20% артып , ал үшінші 

саланікі бұрынғы деңгейде қалса , онда әр саланың жалпы ӛнімінің қажетті 

кӛлемін тап. 

3. Егер S1 , S2 и S3 елдерінің саудаларының құрылымдық матрийасы А тӛмендегі 

болса, онда баланстық сауда үшін осы елдердің ұлттық табысын тап. 
 1 1 1    3 4 2   
 

 1 1 
0   



 3 4 
 

1 1 1   

 

3 2 2   



 



4. Егер S1 , S2 и S3 елдерінің саудаларының құрылымдық матрицасы А тӛмендегі 

болса, онда баланстық сауда үшін осы елдердің ұлттық табысын тап. 
1  1  0 
 3  4   
 1  1  1 

 3  4  2 
 1  1  1 

 3  2  2 




 

 
7- тақырып. Векторлар. Жазықтықтағы түзу. 

 

Дәрiс мақсаты: n-ӛлшемдi вектор және оған қолданылатын сызықтық амалдар 

ұғымын енгiзу. Жазықтықта түзудің әртүрлі берілу тәсілдерімен таныстыру. 

 

Дәрiс жоспары: 

 

1. Геометриялық векторлар және оларға қолданылатын сызықтық амалдар. 
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АВ 

а 

 

2. Арифметикалық вектор. Векторларға қолданылытын сызықтық амалдар және 

олардың қасиеттерi. n-ӛлшемдi векторлық кеңiстiк ұғымы. 

3. Векторлардың скаляр кӛбейтiндiсi және оның қасиеттерi. 

4. Векторлардың сызықтық тәуелдiлiгi. Векторлар жүйесiнiң базисi мен рангi. 

5. Кеңiстiктiң ортогональ және ортонормаль базисi. 

6. Екі нүкте арасындағы қашықтық. 

7. Кесіндіні берілген қатынаста бӛлу. 
8. Сызық теңдеуі. 

9. Жазықтықтағы түзу теңдеуі . 
10. Түзулердің ӛзара орналасуы. Екі түзу арасындағы бұрыш. Нүктеден түзуге 

дейінгі қашықтық. 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 

 

Векторлар. 

Мектептiң геометрия курсынан сiздер екi және үш ӛлшемдi векторлар 

ұғымымен таныссыздар. Бұл векторлар геометриялық деп аталады, оларды 

суретте немесе чертежде кескiндеуге болады. 

Геометриялық вектор немесе вектор деп бағытталған кесiндi аталады. 

Вектор үстiнде сызық немесе бағытталған сызық қойылған екi әрiппен АВ 

белгiленедi, онда бiрiншi әрiп вектордың басын, ал екiншi – оның ұшын 

кӛрсетедi. Векторды латынның бiр әрiпiмен a белгiлеуге болады. Вектордың 

ұзындығы немесе модулi , а түрiнде белгiленедi. 

а және в векторлардың қосындысы деп бiрiншi вектордың басынан 

екiншi вектордың ұшына бағытталған үшiншi a  в векторы аталады (1.1-сурет). 
 
 

 

а  және в векторлардың айырмасы деп а  векторы мен в векторына қарама- 

қарсы вектордың қосындысы болатын үшiншi a  в векторы аталады, яғни 

a  в  а  (в ) (1.2-сурет). 

а векторының  санына көбейтiндiсi деп тӛмендегi шарттар орындалатын 

және а деп белгiленетiн вектор аталады: 

1) а   ; 

2) егер  >0 болса, онда а және а 

онда қарама-қарсы. 

векторлары бағыттас, ал  <0 болса, 
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х
2
  у

2
  z

2
 

1 

 

Егер а векторы Ох осiмен  бұрышын жасаса, онда вектордың осы оське 

проекциясы деп вектордың модулi мен  бұрышы косинусының кӛбейтiндiсi 

аталады: 

прх а = а соs (1) 
 

Oxyz үш ӛлшемдi кеңiстiкте а векторын мына қосынды түрiнде жазуға 

болады: 

a = хi + y j + z k (2), 

мұнда 
 

  

i , j, k - сәйкес осьтердiң оң бағытына бағыттас болатын базистiк 

бiрлiк векторлар, ал х, у, z - a векторының координаталар осьтерiне түсiрiлген 

проекциялары. 

Вектор ұзындығы (модулi) проекциялар арқылы мына формуламен 

анықталады: 

a   (3) 
 

a векторының координата осьтерiмен жасайтын 

косинустары мына қатынастар арқылы табылады: 

,  , бұрыштарының 

 

cos  , cos  , cos  (4). 
 

 

Олар бағыттауыш косинустар деп аталады. 

Бір түзуде немесе параллель түзулерде орналасқан векторлар коллинеар 

векторлар деп аталады. 

Бір жазықтықта немесе параллель жазықтықтарда орналасқан векторлар 

компланар векторлар деп аталады.. 
Ендi бiз вектор ұғымын n-ӛлшемдi жағдайға жалпылаймыз, яғни 

арифметикалық векторларды қарастырамыз. 
Кез келген реттелген n нақты сандардан тұратын жиын n-ӛлшемдi вектор 

деп аталады a деп белгiленедi, ал бұл жиынды құрайтын сандар оның 

координаталары деп аталады: а  (а1 , а2 ,..., аn ) 

Экономикада n-ӛлшемдi вектор кеңiнен қолданылады, мысалы, тауарлар 

жиынын а  (а , а ,..., аn ) және оның сәйкес құндарын в  (в1 , в2 ,...,вn ) деп жазуға 

болады. 

Сәйкес координаталары тең және ӛлшемдерi бiрдей 

в  (в1 , в2 ,...,вn ) векторлары тең векторлар деп аталады. 

 
а  (а1 , а2 

 
,..., аn ) 

 
және 

Барлық координаталары нольге тең болатын векторлар 0  ( 0, 0, ...,0) 

векторлар деп аталады. 

нольдiк 

Бiрдей n ӛлшемдi екi вектордың  қосындысы деп координаталары 

қосылғыш  векторлардың  сәйкес координаталарының қосындысы 

ci   ai  bi , i  1,2,...,n болатын 
 

 

c  a  b векторы аталады. 

x 

a 

y 

a 

z 

a 

2 
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a
2
  a

2
  ...  a

2
 1 2 n 

i 

 

a векторының  нақты санына көбейтiндiсi деп b  a векторы аталады, 

оның  b координаталары   санын  a векторының сәйкес координаталарына 

кӛбейткенге тең, яғни b  ai , i  1,2,...,n 

Кез келген векторларға қолданылатын сызықтық амалдар мына 

қасиеттердi қанағаттандырады: 
 

1
0
. а  в  в  а 50. (а )  ()а 

20. (а  в )  с  а  (в  с ) 

30. (а  в )  а  в 

40. (  )а  а  а 

60. а  0  а 
 

 

7
0
. а  (а)  0 

8
0
. 0  а  0 

 

Осы қасиеттердi қанағаттандыратын барлық n ӛлшемдi векторлар жиынтығы n- 

өлшемдi векторлар кеңiстiгi Rn деп аталады. 

a және b екi геометриялық векторлардың ұзындықтары мен олардың 

арасындағы бұрыштың косинусының кӛбейтiндiсi вектордың скалярлық 

көбейтiндiсi 
 

 

a  b деп аталады: 
 
 

 

a  b  cos (5) 

 

Егер  a және  b перпендикуляр болса, онда   90
0
 , cos90

0   
 0 .  Сонда 

скаляр кӛбейтiндi a  b =0. Скаляр кӛбейтiндiсi нольге тең векторлар ортогональ 

векторлар деп аталады. a  b =0 теңдiгi екi вектордың ортогональдық 

(перпендикулярлық) белгiсiн бiлдiредi. 
Екi арифметикалық векторлардың скалярлық көбейтiндiсi деп осы 

векторлардың сәйкес координаталарының кӛбейтiндiлерiнiң қосындысына тең 

сан аталады: 
a  b = a b  a b   ...  a b (6) 

1  1 2  2 n  n 

 

Векторлардың скаляр көбейтiндiсiнiң негiзгi қасиеттерi: 

1) ab = ba ; 

2) (a )b  (ab ), мұнда  - нақты сан; 

3) a (b  c ) = ab + a c ; 

4) a a >0, егер а  0, және aa  = 0, егер а  0 . 

Егер a  b болса, онда  =0, cos =1. Сонда (5) формула бойынша: a  a  a 2  a 2 

және (6) формула бойынша: a  a  a 2  a2  ...  a2 . Яғни a 2  a 2  a2  ...  a2 . Бұдан 
1 2 n 1 2 n 

вектор модулi мына формуламен анықталады: 
 

a   (7) 
 

(5) формуладан екi вектор арасындағы бұрыш анықталады: 

a b 

i 
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a  b 

a  b 

 
 

 
 

cos  (8) 
 

Әр түрлi есептердi шешкенде бiр емес бiрнеше бiрдей ӛлшемдi векторлар 

жиынтығын қарастырамыз. Ондай жиынтық векторлар жүйесi деп аталады 

және реттелiп номiрленген бiр әрiппен белгiлiнедi: 
 

a1, a2 ,...,ak (9) 
 

Векторлар жүйесiнiң сызықтық комбинациясы деп 
 

b =  a   a   ...   a (10) 
1  1 2   2 k    k 

 

түрiндегi вектор аталады, мұнда  ,  ,..., - кез келген нақты сандар. 
1 2 k 

Егер  a   a   ...   a = 0 теңдiгi орындалатындай бәрi бiрдей нольге тең 
1  1 2   2 k    k 

емес  ,  ,..., сандары табылса, онда  a , a ,...,a векторлар жүйесi сызықтық 
1 2 k 1 2 k 

тәуелдi деп аталады. 

Егер бұл теңдiк тек қана 
 
1  2 

 
...  k  0 

 
болғанда орындалса, онда бұл 

векторлар жүйесi сызықтық тәуелсiз деп аталады.[2] 

 

Сызықтық тәуелдi векторлар жүйесiнiң қасиеттерi: 

1. Бiр вектордан тұратын жүйе сызықтық тәуелдi; 

2. Нольдiк векторы бар жүйе әрқашан сызықтық тәуелдi; 
3. Бiрден артық вектордан тұратын жүйе сонда тек қана сонда сызықтық тәуелдi 

болады, егер олардың iшiнде ең болмағанда бiреуi қалғандар арқылы сызықтық 

ӛрнектелсе. 

Теорема. Егер m>n болса, онда R
n
 кеңiстiгiнде m вектордан тұратын кез 

келген жүйе сызықтық тәуелдi 

Векторлар жүйесiнiң ең кӛп сызықтық тәуелсiз векторлары оның базисi 

деп аталады. Базистегi векторлар саны векторлар жүйесiнiң рангi деп аталады. 

n векторлар жүйесi R
n
 кеңiстiгiнiң базисi болады, егер: 

1) осы жүйенiң векторлары сызықтық тәуелсiз болса; 

2) R
n
 кеңiстiгiндегi кез келген вектор осы жүйенiң басқа векторлары арқылы 

сызықтық ӛрнектелсе. 

Базистiң әр векторы қалған векторларына ортогональ болса, онда R
n
 

кеңiстiгiнiң базисi ортогональ базис деп аталады. 

e1, e2 ,...,en; eiej  0 , i≠,j, i,j =1,2,…,n 

Егер R
n
 кеңiстiгiнiң e1, e2 ,...,en векторлары ӛзара ортогональ және олардың 

модульдерi бiрге тең болса, онда ол векторлар ортонормаль базис құрайды, 

яғни i≠j болғанда eiej  0 және  1 , i =1,2,…,n 

Мысалы, i , 

 
 

j, k орттары үш ӛлшемдi кеңiстiкте ортонормаль базис құрайды. 
 

Жазықтықтағы түзу 

ei 
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AB (x   x )2  ( y   y )2 
2 1 2 1 

 

ОХУ жазықтығында А(х1;у1) және В(х2; у2) нүктелерінің ара қашықтығы 

мына формула бойынша табылады: 
 

d = = (1) 
 

 

АВ кесіндісін AM 
 



MB 

 

қатынасында бӛлетін М(х;у), нүктесінің 

координаталары мына формулалармен анықталады: 

x  
x1  x2 , 
1  

y  
y1  y2 

1  
(2) 

 

Дербес жағдайы: егер  =1, яғни АМ=МВ болса , онда: 
 

x  
x1  x2 

2 
, y 

y1  y2 

2 
(3) 

 

Бұл жағдайда М(х;у) нүктесі АВ кесіндісінің ортасы болады. 

Сызықтың әр нүктесінің х және у координаталары қанағаттандыратын 

және осы сызықта жатпайтын кез келген басқа нүктенің координаталары 

қанағаттандырмайтын екі белгісізі бар 

сызық теңдеуі деп, аталады. 

F (x; y)  0 теңдеуі Оху жазықтығында 

Сызық теңдеуiндегi х және у айнымалылары сызық нүктелерiнің ағымдағы 

координаталары деп аталады. 

Ох осiнiң оң бағытынан (сағат тiлiне қарама-қарсы) берiлген түзуге дейiнгi 

ең кiшi бұрыш түзудiң көлбеу бұрышы  ( 0     ) деп аталады 

Түзудiң кӛлбеу бұрышының тангенсi бұрыштық коэффициентi k деп 

аталады, яғни tg = k.[2] 
Ең қарапайым сызық – түзу. Оның түрлi берілу тәсілдерін қарастырайық: 

 

1) Түзудiң бұрыштық коэффициентімен берілген теңдеуі: 

 

у = k·х + b (4) 

 

2) Түзудiң белгілі бағытта берілген нүкте арқылы өтетін теңдеуі: 

 

у- у1= k(х -х1) (5) 

 

3) Екі нүкте арқылы өтетін түзу теңдеуі: 
 

y  y1 

y2  y1 

4) Түзудiң кесіндiдегі у теңдеуі: 

 
x  x1 

x2  x1 

 

(6) (6) 
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ax0  by0  c 

a
2
  b

2
 

 

x 
 

y 
 1 (7)  

a b 
 

мұнда a және b – түзудің сәйкес Ох және Оу координата осьтерінен қиятын 

кесінділері. 

5) Түзудің жалпы теңдеуі: 
Ах+Ву+С= 0, мұнда А,В,С – кез келген сандар.(8) 

Түзу теңдеуiнiң дербес жағдайлары: 

ә) С=0 болса, онда у =  
A х – түзу координат басынан ӛтеді; 
B 

а) В=0 болса, онда х =  
C

 
A 

= а – түзу Оу осіне параллель; 

б) А=0 болса, онда у =  
C = b – түзу Ох осіне параллель;
B 

в) В = С =0 болса, онда х=0 – Оу осі; 

г) А =С =0  болса, онда у=0 – Ох осі. 

Егер екі түзудің k1 ,k2 бұрыштық коэффициенттері белгілі болса, онда осы 

түзулердің арасындағы  бұрышы мына формуламен анықталады: 

tg 
k2  k1 

1  k1k2 

(9) 

Түзулердің параллельдік белгісі: 

 

k1=k2 немесе а1/а2= в1/в2 (10) 

Түзулердің перпендикулярлық белгісі: 

k2=-1/k1 немесе а1а2 + в1в2=0 (11) 
 

М0(х0;у0) нүктесінен ах+ву+с=0 түзуіне дейінгі ара қашықтық: 
 

d  (12) 
 

 

Түзулердің әртүрлі теңдеулері 

Атауы Түзу теңдеуінің түрі 

Түзудің жалпы теңдеуі  

 

Бұрыштық коэффициенті бар түзудің 

теңдеуі y = kx + в 

Берілген бағыттағы нүкте арқылы 

ӛтетін түзудің теңдеуі 
y – у 0 = k (х – х 0) 

Берілген екі нүктеден ӛтетін түзудің 

теңдеуі 
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Түзудiң кесіндiдегі у теңдеуі 
 

 
 

Сызықтық теңдеудің дербес жағдайлары 

Түзудің түрі 
Түзудің теңдеуінің түрі 

Ах + Ву + С = 0 y = kx + в 

Тікелей 

пропорционалдылық 

графигі 
 

 

 
Ах + Ву = 0 

 

(А ≠ 0, В ≠ 0) 

 
 

y = kx 

(k ≠ 0) 

Ох осіне параллель түзу 
 

 

Ву + С = 0 

 

(В ≠ 0, С ≠ 0) 

 
y = b 

(b ≠ 0) 

Оy осіне параллель түзу 
 

 

Ах + С = 0 

 

(А ≠ 0, С ≠ 0) 

 
x = a 

(a ≠ 0) 

Ох осінің теңдеуі 

 
 

 
Ву + С = 0 

у = 0 

(В ≠ 0) 

 
у = 0 

 

Түзулердің ӛзара орналасу шарттары 

 

 
Түзулердің ӛзара 

Әртүрлі типтегі түзу теңдеулері үшін 

сызықтардың орналасу шарттары 

орналасуы l1: А1х + В1у + С1 = 0 
l2: А2х + В2у + С2 = 0 

l1: y = k1x + в1 

l2: y = k2x + в2 

Түзулер параллель 
 

 

 

 

 

k1 = k2 

b1 ≠ b2 

Түзулер сәйкес келеді 

 

 

 

 

 
k1 = k2 

b1 = b2 
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Түзулер қиылысады 
 

 

 

 

 

 
k1 ≠ k2 

Түзулер 

перпендикуляр 
 

 

 

 
 

 
k1 ·k2 = –1 

 

1.2 Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар 

1. Геометриялық вектор анықтамасын бер. 

2. Қосу, азайту және векторды санға кӛбейту ережелерiн тұжырымда (үшбұрыш, 

параллелограмм ережесi). 

3. Арифметикалық вектор мен R
n
 кеңiстiгiнiң анықтамасын бер. 

4. Векторларға қолданылатын сызықтық амалдар және олардың қасиеттерi. 

5.Қандай векторлар компланар, коллинеар, тең, қарама-қарсы, бағыттас, нольдiк 

деп аталады? 

6. Вектордың оське проекциясы неге тең? 
7. Векторлардың скаляр кӛбейтiндiсi деп не аталады және оның қасиеттерi? 

8.Ортогональ деп қандай векторлар аталады? 

9.Вектордың модулi деп не аталады және қандай формуламен ол анықталады? 

10.Қандай вектор бiрлiк вектор деп аталады? 

11.Векторлар арасындағы бұрыш неге тең? 

12.Векторлардың сызықтық комбинациясы деп не аталады? 

13. Қандай векторлар сызықтық тәуелсiз, тәуелдi деп аталады? 

14. Векторлық кеңiстiктiң базисi және рангi дегенiмiз не? 

15. Векторлық кеңiстiктiң ортогональ базисi деп не аталады? 
16. Векторлық кеңiстiктiң ортонормаль базисi деп не аталады? 

17.Екі нүктенiң ара қашықтығы. Нүктеден түзуге дейінгі қашықтық. 

18.Түзудің жалпы теңдеуі. 

19. Түзудің бұрыштық коэффициенті дегеніміз не? 
20. Түзудің бұрыштық коэффициенті арқылы берілген теңдеу. 

21.Түзудің белгілі бағытта және берілген нүкте арқылы ӛтетін теңдеуі. 

22.Түзудiң кесiндiдегi теңдеуi. 

23.Екі нүкте арқылы ӛтетін түзу теңдеуі. 

24.Екі түзу арасындағы бұрыш. 

25.Түзулердің параллельдік белгісі. 

26.Түзулердің перпендикулярлық белгісі. 

 

1.3 Есептер шығару 

 
1. а және в векторларының скалярлық кобейтіндісн тап. 
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2 

3 

2 b 

b 

b 

 

1.1 а = (1; 1; 4) және в = (3; 4;–2) 

1.2 а = (3;–2; 3) және в = (1; 2; 1) 

1.3 а = (–5; 1; 3) және в = (2; 2; 2) 

1.4 а = (1; 2;–5) және в = (2; 4; 3) 

 
2. Веторларың скалярлық кобейтіндісі с – санына тең болатын х-тің мәнін 

тап: 

2.1 а = (2; х; 4) және в = (1; 2; х), с = 8; 

2.2 а = (–3; –х; 1) және в = (–2; 2; х), с = 1; 

2.3 а = (х; 1; 2) және в = (8; 3; –2), с = 15; 

2.4 а = (-1; 2; –3) және в = (х; х; –1), с = 2; 

2.5 а = (2х; 3; 5) және в = (1; 2; –х) ортогонал болатын; 

2.6 а = (1; х; 3) және в = (4; 1; х) ортогонал болатын 
 

3.1 Берілген а(1;0;1) және , b(2;1;0) табу керек (2а  b)a 

3.2 Берілген а(2;0;1) және b(2;4;2) , табу керек (а  2b)a 

 

4. Берілген векторлардың ұзындығы және олардың арасындағы бұрыш 

бойынша олардың скалярлық кобейтіндісін тап: 
4.1 4 және 3 , φ = /4 

4.2 2 және 3, φ =  /3 

4.3 5 және 6, φ = 60
0
 

4.4 0,5 және 2 , φ =  /6 

4.5 2 және 1, φ = 30
0
 

4.6 4 және 5, =  /3 

5. Скалярлық кобейтіндісін табу керек егер: 
→ 

5.1 (3а  7b )b , Еегер a және b – бағыттас бірлік векторлар болса 
→ → 

5.2 

5.3 

5.4 

(3а  2b )a , егер a және b – бағыттас бірлік векторлар болса 
→ 

(2а  7b )b ,егер a және b – бағыттас бірлік векторлар болса 
→ 

(2а  5b )b , егер a және b – бағыттас бірлік векторлар болса 

 

6. а векторының модулін табу керек егер: 

6.1 
→ 

= 2 , скалярлық кобейтіндісі а •b =2 ,  - 

 
а менb векторлар арасындағы 

бұрыш тең 45
0

 

6.2 
→ 

=8, скалярлық кобейтіндісі а •b =12  - а менb векторлар арасындағы 

бұрыш тең  60
0

 

6.3 a және b векторлары бағыттас, 
→ =6 және скалярық кобейтіндісітең а •b =18 

3 
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b 

 

 

 

→ 

→ 

→ 

 

6.4 a және b қарама-қарсы бағытталған, 

а •b = –28 

→ =7 және скалярлық кӛбейтіндісіі тең 

 

7. a векторын p , q және r векторлары бойынша жікте: 

7.1 p =(2, 0, 0), q=(0,1.0) r=(0,1,1) a =(4,0,1) 

7.2 p =(1, 1, 0), q = (2,0,0 ) r=(0,0,1) a = (-1,3,-1 

7.3 p =(0, -1, 2), q = (1,0,-1) r = (-1.2,4) a = (-2.0,9) 
 

 

8. А, В және С нүктелері берілген. i, 

 
 

j, k ортылары бойынша a векторын 

жіктеу. Бағытталған косинустарды және a вектор ортының ұзындығын 

табу. 
 

 
8.1. 

A1; 2;  1, B 1; 3; 4, C 0; 1; 5, 

a  AC  BC . 

A1; 2;  1, B1; 3; 4, C0; 1; 5, 

 
8.2. 

A1; 2;  1, B 1; 3; 4, C 0; 1; 5, 

a  AB  CB. 

A1; 2;  1, B1; 3; 4, C0; 1;5, 
8.3. 

 

8.5. 

 

8.7. 

→ 8.4. 
a AC AB. 

A1; 2;  1, B1; 3; 4, C0; 1; 5, 
→ 8.6. 
a AC AB. 

A1; 2;  1, B1; 3; 4, C0; 1; 5, 
→ 8.8. 
a AB CB. 

 
  

a  CB  AC. 

A1; 2;  1, B1; 3; 4, C0; 1; 5, 
 

  

a  CA  CB. 

A1; 2;  1, B1; 3; 4, C0; 1; 5, 
 

  

a  CB  AB. 

9 Бұрыштық коэффициенті k болатын, М0(x0;y0) нүктесі арқылы 

ӛтетін түзудің теңдеуін жазып, және оны түзудің жалпы теңдеуі, 

бұрыштық коэффициенті бар түзудің теңдеуі, кесіндідегі түзудің 

теңдеуі түрінде кӛрсетіңіз. Түзуге нормаль векторын жаз 

а) М0(1;3), k=2 б) М0(2; 5), k=3 в) М0(2;1), k=5 

 

10 Екі нүкте, M1(x1, y1) және M2(x2, y2), арқылы ӛтетін түзудің теңдеуін 

жазып, оны M1(x1, y1) нүктесі арқылы берілген бағытта ӛтетін 

түзудің теңдеуі түрінде, түзудің жалпы теңдеуі түрінде, бұрыштық 

коэффициенті бар түзудің теңдеуі, кесіндідегі түзудің теңдеуі түрінде 

кӛрсетіңіз. Түзуге нормаль векторын жаз 

а) M1(1; 4) және 

M2(3; 1) 

б) M1(1; 2) және 

M2(3; 8) 

в) M1(-1; 3) және 

M2(3; 4) 
 

11 М0(x0;y0) нүктесі арқылы ӛтетін бұрыштық коэффициенті k болатын 

түзудің теңдеуін жазып, x= x1 кезіндегі түзудің ординаталық мәнін 

табыңыз 

а) М0(2;2), k=2, x=3 б) М0(0;-2), k=2, x=4 

в) М0(1;2), k=-1, x=2 г) М0(3;0), k= -1, x=6 
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12 M1(x1, y1) және M2(x2, y2) нүктелері арқылы ӛтетін түзудің теңдеуін 

жазып, x= x0 болған кезіндегі түзудің ординаталық мәнін табыңыз 

а) M1(0; 4) және M2(6; 1), x=2 б) M1(1; 5) және M2(2; 3), x=0 

в) M1(2; 3) және M2(8; 0), x=4 г) M1(-2; 5) және M2(3; 0), x=2 

 
13 Түзулердің қиылсу нүктесін табыңыз 

а) 2х  у  0 және 3х  у 1  0 б) х  3у 1  0 және х  2у  3  0 

в) 3х  у  3  0 және 4х  у  3  0 г) х  4у  2  0 және х  5у  2  0 

д) х  3у  0 және 2х  5у 1  0 

 

14 Түзулердің қиылысу нүктесінен координаттардың бас нүктесіне 

дейінгі қашықтықты табыңыз 

а) 2х  у  2  0 және х  у  1  0 

б) х  у  2  0 

в) х  у  2  0 

және 

және 

х  2у  4  0 

2х  у  4  0 

г) х  2 у  4  0 және х  у  2  0 

д) х  у  3  0 және 2х  у  3  0 

 

15 Түзудің бұрыштық коэффициентін табыңыз 
а) x + 2y + 7 = 0 б) 5х  3у  2  0 

в) 8x + 2y + 1 = 0 г) 5 x – 10 y + 2 = 0 

д) 4x + y + 3 = 0 

 
16 а-ның қандай мәндерінде түзулер параллель болады? 

а) 9х  ау 1  0 және а 2 х  3у  2  0 

б) 2х  ау 1  0 және а 2 х  4 у  5  0 

в) ах  3у  4  0 және 9х  а 2 у  7  0 

г) а 2 х  4 у 11  0 және 2х  ау  3  0 

д) 2х  6 у  3  0 және ах 15 у 1  0 

 

17 y = kx + в түзуіне параллель М0 (x0;y0) нүктесі арқылы ӛтетін түзудің 

теңдеуін жазып, x=x1 болатын түзудің ординаталық мәнін табыңыз 
а) М0(3; 4), у  2х  3 , х  4 

б) М0(0; 4), у  0,5х  9 , х  4 

в) М0(0; 3), у  х  7 , х  1 

г) М0(2; 2), 4х  2 у  7  0 , х  5 

д) М0(2; 3), у  0,5х  3 , х  6 

е) М0(2; 1), 3х  3у  5  0 , х  5 

18 а-ның қандай мәндерінде түзулер перпендикуляр болады? 

а)  у  2х  7 және у  ах  7 б) у  ах  4 және у  0.5х  9 

в) 10х  ау  4  0 және х  5у  6  0 г) 6х  у  5  0 және 2х  3ау 1  0 
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д) ах 10у  7  0 және 5х  2у 1  0 

19.1 2х  у  3  0 түзуіне параллель түзуді кӛрсетіңіз 

A) у  2х  3 B) 2х  у  3  0 C) х  2 у 1  0 D) у  2х E) у  3 

 

19.2 6х  3у  2  0 түзуіне параллель түзуді кӛрсетіңіз 

A) у  2х 1 B) у  6х 1 C) 4х  у 1  0 D) у  2х E) 2х  у  7  0 

 

19.3 у  2х 1 

жауап) 

түзуіне параллель түзулерді кӛрсетіңіз (бірнеше дұрыс 

A) у  2х 1 

C) у  2х 1  0 

E) 4х  2у  5  0 

B) 2х  у  3  0 

D) у  2х  5 

19.4 у  0,5х  3 

жауап) 

түзуіне параллель түзулерді кӛрсетіңіз (бірнеше дұрыс 

 

A) х  2у  7  0 B) 3х  6у 1  0 C) 2х  у  3  0 

D) х  2 у  0 E) х  5у  3  0 

19.5 у  2х  5 

жауап) 

түзуіне параллель түзулерді кӛрсетіңіз (бірнеше дұрыс 

A) 4х  2у  5  0 B) 6х  3у 1  0 C) 2х  у  5  0 

D) х  2 у 1  0 E) 2х  у  5  0 

 

20.1 y = -2x +5 түзуіне перпендикуляр түзуді кӛрсетіңіз 

A) у  5х 1 B) у  0,5х  3 C) у  0,2х 1 D) у  0,4х  5 E) у  х  0,4 

 

20.2 y = 2.5x - 1 түзуіне перпендикуляр түзуді кӛрсетіңіз 

A) у  2х 1 B) у  0,5х  3 C) у  2х  5 D) у  0,5х 1 E) у  0,4х 1 

20.3 2x+3y+4 = 0 түзуіне перпендикуляр түзуді кӛрсетіңіз 

A) 2х  3у  4  0 B) 3х  2 у  4  0 C) 3х  2 у  4  0 D) 2х  3у  4  0 

E)  2х  3у  4  0 

 

20.4 x - 2y - 3 = 0 түзуіне перпендикуляр түзуді кӛрсетіңіз 

A) х  2 у  3  0 B)  х  2 у  3  0 C) 2х  у  3  0 D) 2х  у  3  0 

E) 3х  2 у 1  0 

 

20.5 3x+4y+1 = 0 түзуіне перпендикуляр түзуді кӛрсетіңіз A) 4х  3у  5  0 

B) 4х  3у  2  0 C) 3х  4 у  7  0 D) 3х  4 у 1  0 E) 3х  4 у 1  0 
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8- тақырып Функционалдық тәуелдiлiк 

 

Дәрiс мақсаты: Студенттердi функция ұғымымен, оның берiлу тәсiлдерiмен, 

негiзгi сипаттамаларымен және кейбiр экономикалық пәндерде 

қолданылатын арнайы функциялармен таныстыру. 

 

Дәрiс жоспары: 

1. Сан жиындары. 

2. Бiр айнымалы функция және оның графигi. 

3. Функцияның берiлу тәсiлдерi. 

4. Функцияның негiзгi қасиеттерi. 

5. Керi, күрделi және айқын емес функциялар. 

6. Негiзгi элементар функциялар. 
7. Сұраныс және ұсыныс функциялары. Нарықтық локальдық тепе-теңдiк. Тепе- 

теңдiк баға және тепе-теңдiк сату кӛлемi. 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 
 

Ортақ белгiсi бойынша бiрiктiрiлген объектiлер жиынтығы жиын деп 

аталады. Жиын құралатын объектiлер оның элементтерi деп аталады. Жиын 

латынның бас әрiптерiмен А,В,С…Х,У..., ал оның элементтерi кiшi әрiптерiмен а, 

в, с…х, у... белгiленедi. Егер жиында элемент болмаса, онда ол бос жиын деп 

аталады және  деп белгiленедi. Элементтерi сан болатын жиындар сан 

жиындары деп аталады. Мысалы: N  1,2,3,...,n - натурал сандар жиыны, 

Z  0,  1,  2,  3,..., n   - бүтiн сан жиыны. R – рационал және иррационал 

сандардан тұратын нақты сандар жиыны. Рационал сандар - 
m
 түрiндегi 

n 

сандар.Иррационал сандар - шексiз периодсыз ондық бӛлшектер. ( 

…,  3,1415926 …, е =2,718281…). 

1,4142356 

Функция ұғымы екi жиын элементтерi арасында тәуелдiлiк тағайындаумен 

байланысты. Х және У жиындары берiлсiн. 

Анықтама. Егер Х жиынының әрбiр х (х Х) элементiне У жиынының нақты бiр 

у (у У) элементi сәйкес қойылса, онда Х жиынында 

функция деп аталады. 

y  f (x) 

Анықтама. y  f (x) функциясы анықталатын х тәуелсiз айнымалысының 

мәндерiнiң жиыны осы функцияның анықталу облысы деп аталады 

D(f)=X деп белгiленедi. 
Анықтама. Тәуелдi у айнымалының мәндерiнiң жиыны функцияның мәндер 

облысы деп аталады E(f)=Y деп белгiленедi. 

Анықтама. Координаталары (x, f (x)) , х Х болатын  нүктелер жиыны 

функциясының графигi деп аталады. 

y  f (x) 

y  f (x) функциясы берiлуi үшiн белгiлi х бойынша у-тiң мәнi табылатын ереженi 

кӛрсету қажет. 

2 
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Функцияның негiзгi берiлу тәсiлдерi: 

- аналитикалық; 

- кестелiк; 

- графиктiк; 

- сӛздiк. 

Функция бiр немесе бiрнеше формулалармен немесе теңдеумен берiлуi 

аналитикалық тәсiл деп аталады. 
Функция графигiн кескiндеу, яғни аргумент мәнi х абциссасы, ал оған 

сәйкес y  f (x) функциясының мәнi у ординатасы болатын жазықтықтағы (х;у) 

нүктелер жиынын салу графиктiк тәсiл деп аталады. 

Функция х аргументiнiң мәндерi және оған сәйкес f(х) функциясының 

мәндерi жазылған кесте арқылы берiлуi кестелiк тәсiл деп аталады. 

Функцияның құрылу ережесiн сипаттау арқылы берiлуi сөздiк тәсiл деп 

аталады. 

Функцияның негiзгi қасиеттерi: 

Анықтама. Анықталу облысындағы кез келген х үшiн f (x)  f (x) 

( f (x)   f (x)) теңдiгi  орындалса,  онда 

(тақ) деп аталады. 

y  f (x) функциясы жұп 

Анықтама. Егер Х аралығында аргументтiң үлкен мәнiне функцияның үлкен 

(кiшi) мәнi сәйкес келсе, онда осы аралықта функция өспелi 

(кемiмелi) деп аталады. 
х   x   f (x )  f (x )  (х   x   f (x )  f (x )) . 

1 2 1 2 1 2 1 2 

Ӛспелi және кемiмелi функциялар монотонды (бiрсарынды) функциялар деп 

аталады. Функция монотонды болатын интервалдар 

монотондылық интервалы деп аталады. 

Анықтама. Егер кез келген x  X үшiн f (x)  M теңсiздiгi орындалатындай 

M  0 саны табылса, онда y  f (x) функциясы Х аралығында 

шектелген функция деп аталады. 
Анықтама. Егер функцияның анықталу облысындағы кез келген х үшiн 

f (x  Т )  f (x) теңдiгi орындалса, онда y  f (x) функциясы периоды Т 

 0 болатын периодты функция деп аталады. 

y  f (x) анықталу облысы Х , мәндер облысы У, тәуелсiз айнымалысы х 

болатын функция болсын. Әрбiр у У үшiн f(x)=y теңдiгi орындалатындай 

жалғыз x  X мәнi сәйкес қойылсын. Сонда алынған анықталу облысы У, мәндер 

облысы Х болатын x   ( y) функциясы керi функция деп аталады. 

y  f (x), x   ( y) функциялары өзара керi функциялар деп аталады. Ӛзара 

керi функциялардың графиктерi бiрiншi және үшiншi координаталық 

бұрыштардың биссектрисасына қарағанда симметриялы болады. 

y  f (u) анықталу облысы U, мәндер облысы У, тәуелсiз айнымалысы u, 

болатын функция болсын, ал u айнымалысының ӛзi анықталу облысы Х, мәндер 

облысы U, тәуелсiз айнымалысы х болатын u  (x) функция болсын. . Сонда Х 

жиынында анықталатын y  f ((x)) функциясы күрделi функция деп аталады. 
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n 0 

n 

0 

 

Егер аргументi х болатын у функциясы тәуелдi айнымалыға қарағанда 

шешiлмеген түрде F (x; y)  0 теңдеуiмен берiлсе, онда ол айқын емес функция деп 

аталады.[3] 

Негiзгi элементар функциялар. 

а) дәрежелiк: у  х

 ,   R ; 

б) кӛрсеткiштiк: y  ax , а>0, a  1; D( f )  (;  ) , E( f )  (0;  ) ; 

в) логарифмдiк: y  loga x , а>0, a  1; D( f )  (0;  ) , E( f )  (;  ) ; 

г) тригонометриялық: y  sin x , y  cos x , y  tgx , y  ctgx ; 

д) керi тригонометриялық: y  arcsin x , y  arccos x , y  arctgx , y  arcctgx . 

Экономикалық функциялардың мысалдарын келтiрелiк. х бiрлiк кез келген 

ӛнiм шығарғанда жалпы (қосынды) шығын С(х) екi қосылғыштан – тұрақты және 

айнымалы шығыннан тұрады: 

С(х)= F + V. 

Тұрақты шығындар F - бұл ӛндiрiлген ӛнiм бiрлiгi санынан тәуелсiз шығындар. 

Оған амортизация, аренда, заем процентi жатады. 

Айнымалы шығындар V - бұл ӛндiрiлген ӛнiм бiрлiгi санынан тәуелдi 

шығындар. Оған шикiзат құны, жұмыс күшi т.с.с. кiредi. 

Қарапайым жағдайда айнымалы шығын ӛндiрiлген ӛнiм мӛлшерiне х тура 

пропорционал. Пропорционалдық коэффициентi а - бiр ӛнiм бiрлiгiн шығаруға 

кеткен айнымалы шығын. 

в деп тұрақты шығынды белгiлесек, онда шығынның сызықтық моделi деп 

аталатын теңдеу шығады: С(х)= в + ах. 

Кәсiпорынның х бiрлiк ӛнiм сатқаннан алған жалпы табысы немесе түсiмi 

R(x), мына R(x) = Р·х формуласымен анықталады, мұнда Р – тауар бiрлiгiнiң 

бағасы. 

Егер х бiрлiк ӛнiм ӛндiрiлiп және сатылса, онда одан түскен пайда П(х) 

мына формуламен анықталады: П(х) = R(x) - С(х) 
Кӛрсеткiштiк және логарифмдiк функциялар қаржылық есептеулерде 

қолданылады. Банктiк операциялардың кӛбi ақшаны «ӛсiруге» немесе 

«процентке» бередi. Ӛскен (соңғы) капитал S мына формулалармен есептеледi: 
 

Sn   S0 (1  ni) (1) 
 

немесе S  S (1 i)n , (2) 
 

мұнда S – бастапқы капитал; 

n – процент есептеу саны; 

i – проценттiк ставка. 
(1) формула бойынша жай процент, ал (2) формула бойынша күрделi 

процент есептейдi. (1) формулада сызықтық тәуелдiлiк, (2) формулада 

кӛрсеткiштiк қолданылады. [2] 
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Сатып алушылардың нарықта сатып алатын тауарларының мӛлшерi осы 

тауар бағасынан тәуелдi. Баға Р және сатып алынған тауарлар мӛлшерi Q 

арасындағы қатынас сұраныс функциясы деп аталады, Q  D(P),   мұнда   Q 

сұраныс кӛлемi деп аталады. Сұраныс функциясының графигi сұраныс қисығы 

деп аталады және D деп белгiленедi. 
Тауар бағасы артқан болған сайын оны сатып алушылар саны кемидi 

P1  P2   D(P1)  D(P2 ) , сондықтан сұраныс функциясы кемiмелi функция. 

Ӛндiрушiлердiң сатуға шығарған тауарлар мӛлшерi осы тауар бағасынан 

тәуелдi. Баға Р және ӛндiрушiлер сатуға қойған тауарларының мӛлшерi Q 

арасындағы қатынас ұсыныс функциясы деп аталады, Q = S(P), мұнда Q ұсыныс 

кӛлемi деп аталады. Ұсыныс функциясының графигi ұсыныс қисығы деп аталады 

және S деп белгiленедi. 

Тауар бағасы артқан болған сайын сатушылар оның кӛп мӛлшерiн ұсынады 

P1  P2   S(P1)  S(P2 ) , сондықтан ұсыныс функциясы ӛспелi функция. 

Микроэкономикада сұраныс және ұсыныс қисықтарының қиылысу нүктесi 
D(P )  S(P )  маңызды нүкте болады. Бұл нүкте  (P ;Q ) локальды нарықтық 

0 0 0 0 

тепе-теңдiк нүктесi деп аталады. Сәйкес P0 – тепе-теңдiк баға, ал Q0 – тепе- 

теңдiк сату көлемi. [2] 

Қарапайым жағдайларда бұл функциялар сызықтық болады. Бұл жағдайда 

сұраныстың (ұсыныстың) P және P бағаларындағы мәндерiн бiлсек, онда 

сызықтық интерполяция формуласын қолданып, сұраныс (ұсыныс) 

функцияларын құруға болады: 
 

f (x)  y0  
hy 

(x  x 
hx

) , где hy  y1  y0 , 
 
hx   x1 

 
 x0

 

1.2 Тексеруге арналған сұрақтар: 

1. Функция ұғымының анықтамасын тұжырымда. 

2. Функцияның анықталу облысы деп не аталады? 

3. Функцияның графигi деп не аталады? 
4. Функцияның ең кӛп тараған берiлу тәсiлдерi қандай? 

5. Қандай функция жұп (тақ) деп аталады? 

6. Қандай функция ӛспелi (кемiмелi) деп аталады? 

7. Қандай функция шектеулi деп аталады? 
8. Қандай функция периодты деп аталады? 

9. Қандай функция керi деп аталады? 
10. Қандай функциялар ӛзара-керi деп аталады? Декарт координаталар жүйесiнде 

берiлген функция графигi бойынша оның керi функциясы графигiн қалай салуға 

болады? 

11. Қандай функция күрделi деп аталады? 

12. Қандай функция айқын (айқын емес) деп аталады? 

0 

0 
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13. Негiзгi элементар функцияларды ата. Олардың негiзгi қасиеттерi қандай? 

Мына функциялардың графигiн сыз: сызықтық, квадраттық, кӛрсеткiштiк, 

логарифмдiк. 

14. Сұраныс функциясы және ұсыныс функциясы деп не аталады? 

15.Тепе-теңдiк баға және тепе-теңдiк сату кӛлемi деп не аталады? 

 

Нұсқау: 

Негiзгi элементар функциялардың қасиеттерi мен графиктерiн ӛздерiң оқыңдар. 

 

1.3 Есептер шығару 

 

1 Функциялардың анықталу облысын табыңыз 

a) y 

c) y 

 
3x  2 

x 

 ln(4  0.25x) 

 
b) y  (x2  x  3)  ln(2  2x) 

d) y  0,25x 1 

e) y   ln(x 14) f) y 
sin x 




x
2 
1 

1 
 

 

x  2 
 

2 Функциялардың анықталу облысын табыңыз 

a) y = ln(x
2
 + 9x + 20) b) y = ln(-3 + 4x - x

2
) 

c) y 
1 

 
 

lnx  4
d) y 

1 
 

 

ln x 1

e) y  f) y = ln(x
2
 + 7x + 6) 

 

3 Функциялардың анықталу облысын табыңыз 
 

a) y = ln(x
2
 + 5x + 8) b) y = ln(-4 + 3 x - x

2
) 

 

c) y = ln(x
2
 

 

- 4x + 3) 
d) y 


f) y 

1 

ln 1  x
1 

1  x 
 e) y 

 ln  4  3 

ln 1  
x   



 7 



4 f (f (x)) күрделі функциясын табыңыз, егер 

a) f (x) = 2 x + 1 

c) f (x) = 1 + 2 /x 

e) f (x) = 2 x / (3 x + 1) 

 
b) f (x) = 3 x  1 

d) f (x) = 3 + 2 /x 

f) f (x) = 5 x / (3 x + 1) 
 

5 f (x) = x 
3
, g (x) =2 x + 1 болсын. Табу керек: 

а) f (g (x)), g (f (x)), f (f (x)), g (g (x)) күрделі функцияларды; 

b) f –1
(x), g

–1
(x) кері функцияларды; 

1 x 

0.5x  6 

15  x 

x2  2x 
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c) f (g 
–1

(x)), g (f 
–1

(x)), f 
–1

(g(x)), g
–1

(f (x)) күрделі функцияларды 

 
6 f (x) = 4x – 1, g (x) =0,5 x + 3 болсын. Табу керек: 

а) f (g (x)), g (f (x)), f (f (x)), g (g (x)) күрделі функцияларды; 

b) f –1
(x), g

–1
(x) кері функцияларды; 

c) f (g 
–1

(x)), g (f 
–1

(x)), f 
–1

(g(x)), g
–1

(f (x)) күрделі функцияларды; 

7 y = f (x) функциясы үшін y=f 
1

(x) кері функциясын тап 

a) y = 2x3 b) y = 0.5x+1 c) y =2+1/x d) y =12/x 

e) y = x/(x+1) f) y =1/(1x) 

 

8 f 
1

(g (x)) күрделі функциясын тап; 

a) f (x)=2x+5 , 

c) f (x)=x+3 , 

e) f (x) =2+1/x, 

g(x)=4x+7 

g(x)=4x+5 

g(x)=3+4/x 

b) f (x)=3x1 , 

d) f (x)=1+2/x, 
f) f (x)=4+5/x, 

g(x)=6x+5 

g(x)=3x+4 

g(x)=3+2/x 

 

9 x0 нүктесінде f (g
1

(x)) күрделі функциясының мәнін тап; 
 a) f (x) = 5 x + 8, g (x) = –x + 4, x0 = 7 
 b) f (x) = 2 x – 5, g (x) = 4 x – 3, x0 = 1 
 c) f (x) = 3 x + 6, g (x) = –4 x + 5, x0 = 1 
 d) f (x) = 4 x + 5, g (x) = – 4 x + 1, x0 = 3 
 e) f (x) = 9 + 4 /x, g (x) = 4 + 2 /x x0 = 1 
 f) f (x) = 7 + 6 /x, g (x) = 5 + 3 /x x0 = 1 

 

10 Берілген сызықтық функциялардың барлық қасиеттерін қарастырыңыз 

a) f (x) = 3 x – 1, b) f (x) = – x + 2, c) f (x) = 2 x + 1, 

d) f (x) = 0,5 x + 3, e) f (x) = –4 x + 5, f) f (x) = 4 x – 3 

 

11 Кейбір тауарларға сұраныс функциялары келесі түрде Q = Q(p) берілсін. 

1) сұраныс функциясының анықталу облысын және мәндер облысын табыңыз; 

2) сұраныс қисығын салыңыз (құру); 

3) p1 и p2 бағасында сұраныс кӛлемін табыңыз; 

4) p1-ден p2-ге дейін баға ӛскен кезде сұраныс кӛлемінің ӛзгеруін табыңыз; 
5) сұраныс бағасының кері функциясын табыңыз 

a) Q = 20  2 p, 

b) Q = 6 /( p + 1 )  1, 

c) Q = 24/( p + 1 )  2 , 

d) Q = 100 /( 1 + p)
2
  1, 

e) Q = 12  2 √ p , 

f) Q = 4 ( 12  p)/( p + 1 ), 

p1 = 3, p2 = 8 
p1 = 1 , p2 =2 

p1 = 2 , p2 = 5 

p1 = 1 , p2 = 4 

p1 = 4 , p2 = 16 

p1 = 1 , p2 = 3 

 

12 Кейбір тауарларға сұраныс пен ұсыныс функциялары Q = Q(p) және S = 

S(p) түрінде болсын. 
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1) p0 тепе-теңдік бағасын және Q0 тепе-теңдік сатылымын (кӛлемін) 

табыңыз; 

2) сұраныс пен ұсыныс қисықтарын салыңыз (құрыңыз); 

3) сұраныс пен ұсыныс функциясының анықтама облысын және мәндер 

облысын табыңыз; 

4) p1 бағасындағы тауар тапшылығын және p2 бағасындағы артық 

тауарды есептеңіз және сызбада кӛрсетіңіз 

a) Q = 8  p, 

b) Q =10  p , 

c) Q =10  p, 

d) Q =14  2p, 

e) Q = 8  p, 

f) Q =12  p, 

S =2 p  4, 

S =0.5 p + 1, 

S =3 p  6, 

S =2 p  6, 

S =3 p  4, 

S =1.5 p  3, 

p1 = 3, 

p1 = 2, 

p1 = 3, 

p1= 4 , 

p1 = 2, 
p1= 4, 

p2 = 7 

p2 = 8 

p2 = 7 

p2 = 6 

p2 = 7 
p2 =10 

 

13 Екі нүктеде берілген, сызықтық интерполяция формуласы бойынша 

сұраныс пен ұсыныс Q=D(p) және Q=S(p) функцияларын тауып, 

есепте: 

1) тепе-теңдік бағаны; 

2) сатудың тепе-теңдік кӛлемін; 

3) тепе-теңдік бағадағы кірісті. 
a) D(1)=9, D(10)=4.5, S (5)=7, S (11)=10 

b) D(4)=12, D(12)=8, S (3)=5, S (15)=17 

c) D(4)=9, D(10)=3, S (3)=7, S (10)=10.5 

d) D(6)=15, D(10)=13, S (1)=7, S (10)=16 

e) D(5)=12, D(7)=10, S (1)=6, S (9)=14 

f) D(3)=10, D(6)=4, S (1)=4, S (8)=7.5 

 
 

9- тақырып. Функцияның шегi және үзіліссіздігі 

 

Дәрiс мақсаты: Студенттердi дифференциалдық және интегралдық есептеулер 

аппараты дамуына және математика ғылымының басқа бӛлiмдерiне 

де негiз болатын математиканың негiзгi ұғымдарының бiрi – функция 

шегi ұғымымен және шектiң экономикада қолданылуларымен 

таныстыру. 

 

Дәрiс жоспары: 

1. Нүктенiң аймағы. Сан тiзбегi. Сан тiзбегiнiң шегi. 

2. Функция шегi ұғымы. Шексiз үлкен және шексiз кiшi функциялар. 

3. Функция шегi туралы негiзгi теоремалар. 
4. Функцияның нүктедегi және кесiндiдегi үзiлiссiздiгi. 

5. Екi тамаша шек. e саны. Күрделi және үзiлiссiз процент есептеу. 
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n 

n n 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 

 

х0 - кез келген нақты сан болсын. 

 
 

х0     нүктесiнiң аймағы деп 

 
 

х0 нүктесiн 

қамтитын кез келген (a,b) интервалы аталады. Дербес жағдайда (х0  ; х0   ) 

интервалы х0     нүктесiнiң эпсилон-аймағы деп аталады , мұнда   0. х0     саны 

аймақтың центрi деп, ал  саны аймақтың радиусы деп аталады. х  х0    

теңсiздiгiнiң орындалуы х нүктесi 

сурет). 

х0 нүктесiнiң  -аймағына түскенiн кӛрсетедi (1- 

 
 

 
 

Егер белгiлi бiр заңмен әрбiр натурал n санына нақты бiр аn саны сәйкес 

қойылса, онда an  сан тiзбегi берiлдi дейдi:  a1, a2, a3,…, an,… 

Басқаша айтқанда, сан тiзбегi дегенiмiз - аргументi натурал сандар болатын 

функция: an   f (n). a1, a2, a3,…, an,… сандары тiзбек мүшелерi деп, ал an саны 

берiлген тiзбектiң жалпы немесе n- шi мүшесi деп аталады. Тiзбек оның жалпы 

мүшесiнiң формуласы арқылы берiледi: 
 

a  n2 1; u  (1)n  n ; x  
1 ; 

n 
n

 a  
n  1 , 

n 
n

 n  N 

 

Егер кез келген   0 үшiн  -нен тәуелдi N номерi табылып, сан тiзбегiнiң 

барлық номерлерi n  N мүшелерi үшiн an  A   теңсiздiгi орындалса, онда А 

саны an  тiзбегiнiң шегi деп аталады және lim a  A 
n

деп жазылады. 

Егер кез келген   0 үшiн  -нен тәуелдi S  0 саны табылып, х  S 

орындалатындай барлық х үшiн f (x)  A   теңсiздiгi орындалса, онда А саны 

y  f (x) функциясының х   ұмтылғандағы шегi деп аталады және lim 
х 

f (x)  A 

деп жазылады.[3] 
Егер кез келген 

 
  0 үшiн  -нен тәуелдi 

 
  0 саны табылып, барлық 

х  x0   шартын қанағаттандыратын және x  x0 үшiн f (x)  A   теңсiздiгi 

орындалса, онда А саны y  f (x) функциясының х  x0 ұмтылғандағы шегi деп 

аталады және lim 
х x0 

f (x)  A деп жазылады. 
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lim 
xx0 

f (x)  A функция шегiнiң геометриялық мағынасы х0 нүктесiне ӛте жақын 

жатқан барлық х нүктелерi үшiн сәйкес функция мәндерi А санына ӛте жақын 

болатынын бiлдiредi.  (2-сурет). 
lim 

xx0 

f (x)  A - сол жақ шек; lim 
xx0 

f (x)  A - оң жақ шек. 

Егер lim 
xx0 

f (x)   болса, онда х0 нүктесiнде f (x) функциясы шексiз үлкен 

деп аталады. 

Егер 

аталады. 

lim 
xx0 

f (x)  0 болса, онда х0 нүктесiнде f (x) функциясы шексiз аз деп 

Функция шегi туралы негiзгi теоремалар: 
1. lim C  C ; 

xx0 

2. lim  f (x)  (x)  lim 

 
f (x)  lim (x) ; 

xx0 xx0 xx0 

3. lim  f (x) (x)  lim f (x)  lim (x) ; 
xx0 xx0 xx0 

4. lim C  f (x)  C  lim f (x) ; 
xx0 

f (x) 

xx0 

lim f (x) 
5. lim 

xx0  (x) 


 xx0  

lim (x) 
xx0 

, егер lim (x)  0 
xx0 

 

Мысалдар: а) 

 

 

б)  

 
с) 
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1 

 

д) 
 

 

Егер х0 нүктесiнде функцияның шегi мен мәнi тең болса, онда ол нүктеде 

f (x) функциясы үзiлiссiз деп аталады. lim 
xx0 

f (x)  f (x0 ) . 

Егер y  f (x) функциясы ( a;b ) интервалының әрбiр нүктесiнде үзiлiссiз 

болса, онда ол осы интервалда үзiлiссiз деп аталады. 
Функция үзiлiссiз болмайтын нүктелер функцияның үзiлiс нүктелерi деп 

аталады. 

Тамаша шектер. 
 

1. lim 
x0 

sin x 
 1

 

x 
2. lim 1  

x

1  
x

 

 e 




Негiзi е саны болатын логарифм натурал логарифм деп аталады және lnx 
деп белгiленедi. 

 
2x sin x 2x sin x  x x sin x 

Мысалдар: а) 𝐥𝐢𝐦 = 𝐥𝐢𝐦 
2 x 

𝐥𝐢𝐦 




x x x 
 =

 
 𝒙→𝟎 1cos x 𝒙→𝟎 2sin 𝒙→𝟎 sin sin 

 x 
2 

2  2 2 

sin 
2 





sin x 
 

𝟒 𝐥𝐢𝐦  x  
x 

 4 
 𝒙→𝟎  

 2 




б) 
 

 

 

 

 

 
 

 

Үзiлiссiз процент есептеу есебiн қарастыралық. Банкке салынған алғашқы 

қор S0 ақша бiрлiгi болсын. Банк әр жыл сайын оған р% жылдық ӛсiм тӛлесiн. 

Сонда t жылдан соң қордың мӛлшерiн St тап. 

Жылдық ӛсiм р% болғанда әр жыл сайын қордың мӛлшерi 
 p 


 

100 



есе 

артады. Сонда t жылдан соң қордың мӛлшерi күрделi процент формуласы 

x 
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бойынша есептеледi:  p 
t 

. Егер қорға күрделi проценттi жылына бiр рет 
 St   S0 1 

100 


 
емес n рет есептесек, онда қордың мӛлшерi t жылдан соң  p  

nt

 
 

 

болады, 
St  S0 1 

100n 


 ал үзiлiссiз процент есептегенде ол   p 


tn 


  pt 

 

болады. 
St  lim S0 1     S

0 
e100 

n   100n  



1.2 Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар 

1. Нүктенiң аймағы дегенiмiз не? 

2. Сан тiзбегi деп не аталады? 
3. Сан тiзбегiнiң шегi деп не аталады? 

4. Тiзбек шегiнiң анықтамасын тұжырымда. 
5. Функцияның нүктедегi және шексiздiктегi шегiнiң анықтамасын тұжырымда. 

6. Қандай функция шексiз аз (шексiз үлкен) деп аталады? 

7. Функция шегiнiң негiзгi қасиеттерiн ата. 

8. Қандай функция нүктеде және интервалда үзiлiссiз деп аталады? 
9. Бiрiншi және екiншi тамаша шектердiң формулаларын жаз. 

10.Қандай логарифм натурал деп аталады? 

 

1.3 Есептер шығару 
 
 

 

 
10- тақырып. Функцияның туындысы, дифференциалы. 

 

Дәрiс мақсаты: Студенттердi бiр айнымалы функцияның туындысы, оның 

геометриялық, физикалық, экономикалық мағыналары және негiзгi 
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y 

f (x0 ) 

x 
b 

 

дифференциалдау ережелерiмен таныстыру.Туынды ұғымын 

практикалық мақсатқа қолдану – әртүрлi функциялардың мәндерiн 

функция дифференциалы ұғымы арқылы жуықтап есептеу. 

 

Дәрiс жоспары: 

1. Аргументтiң және функцияның ӛсiмшесi. 

2. Туындының анықтамасы. 

3. Элементар функциялардың туындысы және негiзгi дифференциалдау 

ережелерi. 

4. Күрделi, керi және айқын емес функциялардың туындысы. 
5. Туындының геометриялық, физикалық және экономикалық мағынасы. 

6. Дифференциал анықтамасы және оның геометриялық мағынасы. 

7. Дифференциалдың негiзгi қасиеттерi. 

8. Дифференциалды жуықтап есептеуге қолдану. 

9. Дифференциалдық есептеудiң негiзгi теоремалары. 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 
 

y  f (x) функциясы а;b кесiндiсiнде анықталсын. х  х0 осы кесiндiнiң 

тұрақты нүктесi, ал х осы а;b кесiндiсiне тиiстi айнымалы нүкте болсын. 

x0 
x 

2- сурет. Аргументтiң және функцияның ӛсiмшесi. 
 

х0 нүктесiнен х нүктесiне кӛшкенде аргументтiң мәнi х  х  х0 шамасына 

ӛзгередi. Осы шама аргументтiң өсiмшесi деп аталады. 

Сонда функция мәнi y  f (x)  f (x0) шамаға ӛзгередi. Осы шама х0 

нүктесiндегi функция өсiмшесi деп аталады. 
 

Анықтама. х0 нүктесiндегi f (x) функциясының туындысы деп функция 

ӛсiмшесiнiң аргумент ӛсiмшесiне қатынасының х  0 ұмтылғандағы 

шегi (егер ол шек бар болса) аталады: 
 

f (x 
 
)  lim 

y 
 lim 

 

f (x0  x)  f (x0 ) 
 

 

0 
x0 x x0 x 
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x 

1  x 
2
 

(x )  x 

 

 

Функция туындысының бiрнеше белгiлеулерi бар: f (x0 ) , y(x0 ) , dy , 
dx 

df (x) 
.
 

dx 

Егер х нүктесiнде функцияның ақырлы туындысы болса, онда функция ол 

нүктеде дифференциалданатын деп аталады. Функцияның туындысын табу 

амалы функцияны дифференциалдау деп аталады. 

Туынды табу кестесi: 
 

1. С  0 , С- const 

a  a1 Дербес жағдайда 
 1 




х  1,  
x 



 

 1  
x2 

 
 






  1  
2 

 

(a
x
 

 

) 



a
x
 ln a 

 

3. (ex )  ex 

  
,
 

4. (loga 
x)   

1 
log e 

x 
a 

1 
 

 

x ln a 

(ln x)  
1

 

5. x 

6. (sin x)  cos x 
 

7. (cos x)  sin x 

8. (tgx) 
1 

 
 

cos
2
 x 

9. (ctgx)   
1

 
 

sin
2
 x 

10. (arcsin x) 
1 

1  x 
2
 

11. (arccos x)   
1

 

12. (arctgx)  
1

 
 

1  x 2 

13. (arcctgx)  
1 

 
 

1  x2 
 

Негiзгi дифференциалдау ережелерi: 

Егер u  u(x); v  v(x) дифференциалданатын функциялар болса, онда мына 

формулалар орындалады: 

1. (u  v)  u  v ; 

2. (u  v)  uv  vu ; 

3. (c  u)  c  u ; 

 u 

4.  

v 
  

uv  uv
v 2 . 

 

x 
2. 
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x 



Теорема. Егер y  f (u), u  (x) ӛз аргументтерi бойынша 

дифференциалданатын функциялар болса, онда y  f ((x)) күрделi 

функциясының туындысы болады және ол берiлген функцияның аралық аргумент 

бойынша туындысы мен аралық аргументтiң тәуелсiз айнымалы х бойынша 

туындысының кӛбейтiндiсiне тең, яғни 
yx    f (u)  u немесе dy 

 
dy 

 
du . 

dx du  dx 

Теорема. Туындысы нольге тең болмайтын дифференциалданатын 

функцияның керi функциясының туындысы берiлген функция туындысының керi 
шамасына тең, яғни x  

1 
. 

 

y y

Туындының геометриялық мағынасы. Егер қисық 
 
y  f (x) 

 
теңдеуiмен 

берiлсе, онда f (x0 )  tg  k осы функция графигiне x0 нүктесiнде жүргiзiлген 

жанаманың бұрыштық коэффициентiне тең, ал  – жанаманың кӛлбеулiк 

бұрышы. Сонда y  f (x) қисығына A0 (x0 , y0 ) нүктесiнде жүргiзiлген жанаманың 

теңдеуi (3-сурет) мына түрде болады: y  y0  f (x0 )(x  x0 ) . 
 
 

 
 

3- сурет. Туындының геометриялық мағынасы. 

Туындының физикалық мағынасы. Егер нүкте түзу бойымен 
 

S  S(t) 

заңымен қозғалсын, мұнда S - жүрiлген жол, t – уақыт болсын. Сонда S (t0 ) 

нүктенiң t0 моментiндегi қозғалыс жылдамдығын кӛрсетедi: v(t0 )  s(t0 ) . 

Осы сияқты, y  f (x) функциясының туындысы х аргументiнiң ӛзгерiсiне 

қарағанда у функциясының ӛзгеру жылдамдығына тең.[3] 

 

Туындының экономикалық мағынасы. Егер Q= Q(t) функциясы t уақыт 

моментiнде ӛндiрiлген ӛнiм кӛлемiн Q ӛрнектесе, онда 

моментiндегi еңбек ӛнiмдiлiгiн ӛрнектейдi. 

Q(t0 ) туындысы 

Дифференциалданатын y  f (x) функцияның у ӛсiмшесiн мына түрде 

беруге болады: y  f (x)x  (x)x , мұнда f (x) - f (x) функциясының туындысы; 

х – тәуелсiз айнымалының ӛсiмшесi; (x) –шексiз аз шама. 
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М1 
К 

М 

0 х 
х 

 

Анықтама. y  f (x) функциясының дифференциалы деп функция 

ӛсiмшесiнiң туынды мен тәуелсiз айнымалы ӛсiмшесiнiң кӛбейтiндiсiне тең, х - 

ке қарағанда сызықтық, бас бӛлiгi аталады: dy  f (x)x . 
 

Тәуелсiз айнымалының дифференциалы осы айнымалының ӛсiмшесiне тең: 

dх  x . Сондықтан функция дифференциалының формуласын мына түрде жазуға 

болады: dy  f (x)dx . 

Геометриялық мағынасы: Функция дифференциалы дегенiмiз - y  f (x) 

функциясының х аргументi х ӛсiмшесiн алғанда осы нүктеде жүргiзiлген 

жанаманың ординатасының ӛсiмшесi. 
 

4- сурет. Дифференциалдың геометриялық мағынасы. 

 

Дифференциалдың қасиеттерi: 

1. dC=0, мұнда C- const; 

2. d(u  v)=du  dv; 

3. d(Cu)= Cdu; 

4. d(uv)= vdu + udv; 
5. 

d
 u  

 
vdu  udv 

;   
v 
 

v
2 

 

6. dy  f (u)du , мұнда u  (x) , y  f (u). 

 

Дифференциалдың жуықтап есептеуде қолданылуы: 

х -тiң ӛте аз шамасында функцияның толық ӛсiмшесi мен 

дифференциалдың айырмашылығы ӛте аз, яғни: y  dy . Осы жағдай жуықтап 

есептеулерге қолданылады: f (x  x)  f (x)  f (x)x . 
 

1.2 Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар 

1. Аргумент ӛсiмшесi және функция ӛсiмшесi деп не аталады? 

2. Функция туындысының анықтамасын тұжырымда. 

3. Негiзгi элементар функциялардың туындыларының формулаларын жаз. 
4. Функцияны дифференциалдаудың негiзгi ережелерiн жаз. 

5. Күрделi және керi функцияларды дифференциалдау ережесiн тұжырымда. 
6. Туындының геометриялық, физикалық және экономикалық мағынасы. 
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7. Функция дифференциалы деп не аталады және оның геометриялық мағынасы 

қандай 

8. Функция дифференциалының негiзгi қасиеттерiн ата. 
9. Функцияның мәнiн оның дифференциалы арқылы жуықтап есептеуге 

болатын формуланы жаз. 

 

1.3 Есептер шығару 

 
1 x0 нүктесіндегі параболаға жанаманың теңдеуін табыңыз 

a) y = x 
2
 – x + 4, x0=3,нүктесінде 

b) y = 6x 
2
 – 2x + 4, x0=1 нүктесінде 

c) y = 2x 
2
 – 17x + 4, x0=3нүктесінде 

d) y = (5x – 1)x, x0=1нүктесінде 
e) y = 2x 

2
 + x + 3, x0=0нүктесінде 

2 y = kx+b түзуі параболаның жанамасына параллель болатын x0-сін 

тап 

a) y=6x
2
–46x+7, y=2x+1 

c) y=3x
2
–41x+6, y=x–5 

e) y=2x
2
–13x+1, y=7x–5 

b) y=4x
2
–2x–1, y=6x–6 

d) y=6x
2
–40x–3, y=8x+1 

 

3 x=x0, нүктесіндегі у = f(х) функциясының графигіне жанаманың 

теңдеуін жазып x=x1 нүктесіндегі жанама ординатасын есептеңдер. 
a) y=2x

2
–17x–2, x0=4, x1= -20 нүктелерінде, 

b) y=x
2
–x+1. x0=0, x1=3 нүктелерінде, 

c) y= -2x
2
–9x–1, x0= -2, x1=5 нүктелерінде 

d) y= -x
2
+5x+1, x0=3, x1=7 нүктелерінде 

e) y=3x
2
+9x+4, x0= -1, x1=1 нүктелерінде 

4 Тігінен жоғары шығарылған дене S=S(t)заңы бойынша қозғалады, 

мұндағы S – кӛтерілу биіктігі, t – қозғалыс уақыты. Табу керек: 

1) уақыттың бастапқы кезіндегі дененің жылдамдығын; 

2) дененің жермен жанасу (үйкелесу, жерге тиген) сәтіндегі 

жылдамдығын; 

3) ең жоғары кӛтерілген биіктікті; 

4) денені жіберген (шығарған) кездегі биіктікті 

a) S=S(t)= -t
2
+4 t+5 

c) S=S(t)= -2.5 t
2
+10 t+30 

e) S=S(t)= -t
2
+2 t+15 

b) S=S(t)= -t
2
+2 t+3 

d) S=S(t)= -0.25 t
2
+t+8 

 

5 Бригаданың шығарылатын ӛнім Q кӛлемінің жұмысы t уақытан 

тәуелділігі Q=Q(t) (0 < t < 8) теңдеуімен берілсін. Уақыт t=t1-ге тең 

болған кезде: 

1) бригаданың еңбек ӛнімділігі; 

2) еңбек ӛнімділігінің ӛзгеру жылдамдығы. 

есептеу керек 
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x 

x 

х х 

х 

 

a) Q=Q(t)= - t
3
+12 t

2
 , t1= 5 

b) Q=Q(t)= - t
3
+12 t

2
+4 t , t1= 2 

c) Q=Q(t)= -0.5 t
3
+6 t

2
 , t1= 2 

d) Q=Q(t)= -0.5 t
3
+6 t

2
+2 t , t1= 6 

e) Q=Q(t)= - t
4
+130 t

2
 , t1= 5 

6 Функцияның туындысын есептеңіз 

a) y  3х
5 
 2x

3 
 4x 1 a1) 

х 4  6х 2  5 
y 

4 
a2) y  

x
 

2  x 

b) у  6x  3 x 1 

 
c) y  (5х3  2x  1)е

х
 

b1) 
 

c1) 

3х
2
 

y  
3х  4 

y  
10х 

5х2  2 

b2) 

 
c2) 

y  (1 2x) ln x 

 
y  x 

2 

d) y 
х 

 
 

х2  3 
4х

2
  1 

d1) 

e1) 

y  (1 2x) ln x 

y  
х
 

 

 

d2) 
3х 

y 
х  1 

e) у  
х3  1

 
2 

 
f1) 

2х  1 

y  
3x  2 e2) y 

x 

f) y   4 
x 

 
g1) 

2  x2
 

y  2  
5

 
 

 

f2) 

g2) 

y  (3x 1)  e 

y  xe
x2

 

g) у  (3x2  5)  ln x 

h) y 
    1  

 
h1) 

x 

y  (3x  2)
5
 

h2) y 
 x  

3 2x4
 

x 2 1 

7 Функцияның туындысын есептеңіз 

a) y  ln(5x 
2
  2) 

b) y 

a1) 

b1) 

y  x 
2
 

y  e6x85x 

a2) 

b2) 

y  e4x52x 

y  2  
3

 

 
c)y = sin(2x

7
 – 3x) 

 
d) y = (1 – x

2
 + x)

4
 

c1) 

 
d1) 

y 


y  cos(2x  3) 

 
c2) 

x 

y  
3x  2 

2  x2
 

x 2 
 d2) y 

4  3x 
2

 

e) y 
e1) y = (7 – x

3
 + x) 

3
 e2) y = sin(1 – x

2
) 

 

f) y = ln(5x
2
 + 2x + 1) 

f1) y  x f2) y = ln (3x – 2x
3
) 

g) y  e2x54x 

h) y 

g1) y 

h1) y 

5  4x 2 

1 
 

 

x 2 1 

 

g2) y = (4 – x
3
 – 2x)

3
 

 

h2) y = (3 – 2x)
4
 

8 x =x0 нүктесінде функцияның туындысын есептеңіз 

a) y  
3  2x 

, х=–2 
 

a1) y = 2 +3x
2
 + , x = 1 

3  x b1) y = 1 –2x
5
 –8/x , x = 1 

b) y  x
2
 , х=1 c1) y  

3x  2 
, x = 1 

c) y  (3x 1)  cos x , х  0 2  x2
 

d) y  (3x  2) ln x , х=1 

e) y  xex2 
, х=2 

d1) y = sin(2x
5
 – 5x), x = 0 

x 

9  8x 

8x 15 

4x 1 

2x 
4 
 2x  3 

x4  2x  2 

4x  3 

x5  3x  3 

9  8x 

4x  3 
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f) y  x sin( x 
2
 1) , х=1 x 2 

g) y  e4x53x , x = 0 

h) y = ln(x
2
 + 2x – 7), x = 2 

e1) y  , x = 1 
4  3x 

2
 

f1) y = (1 – x
2
 + x)

4
 , x = 0 

g1) y 

h1) y 

, x = 1 

, x = –1 
 

9 х=х0 нүктесінде аргументтің x өсуіне сәйкес y=ƒ(х) функциясының 

дифференциалын есептеңіз 

 a) у   
5х  

, 
х  1 

x0 = 0, х  0,4 

b) у  e4 x8 
,
 

x0 = 2, x = 0.5 

c) y = (3x - 8)
20

, 

d) y = x ln (5 x
4
 - 4), 

e) y = x ln (2 x
2
- 1), 

ƒ) y = ln (3 - 2 x), 

g) y = ln (2+4sin x), 
h) y = ln (1+2tg x), 

x0 = 3, 

x0 = 1, 

x0 = -1, 
x0 = 1, 

x0 = 0, 
x0 = 0, 

∆x= -0.1 

x = -0.2 

x = 0.5 

x = 0.5 

x = 0.5 

x = -0.5 
    

10 х=х0 нүктесінде аргументтің x өсуіне сәйкес y=ƒ(х) функциясының 

дифференциалын есептеңіз 

 a) y = 4х 15 , 

b) y = 5х  4 , 

c) y = 1/(1-2x)
3
, 

d) y = x
4
(4 x+5)

5
, 

e) y = x
3
/(2– x), 

x0= 4, 

x0= 1, 

x0= 1, 

x0= -1, 
x0 = 1, 

x = 0.5 

x = -2 

x = 0.5 

x = -0.5 

x = 0.6 
    

11 Дифференциалдың көмегімен х = х0 нүктесі ∆x өзгергенде у=f(х) 

функциясы жуықтап алғанда қаншаға өзгереді 

 a) y = sin(10x–20), 
b) y = e 

20
 
–
 
5x

 , 

c) y = e 
4x

 
+12

 , 

d) y = (4x
3
+3)∙e 

2x
, 

e) y = (5–2x)∙tg 2x , 
f) y = (5x 

3
+2)∙tg 5x, 

x0 =2, 
x0 = 4, 

x0 = -3, 

x0= 0, 

x0= 0, 
x0 = 0, 

∆x= -0.05 
∆x = 0.04 

∆x = 1.5 

x = 0.5 

x = 0.1 

x = -0.6 

12 Дифференциалдың көмегімен х = х0 нүктесіндегі у=f(х) 

функциясының жуық мәнін табыңыз 

 
a) y = 3 2х

2
  7 , x0 = 1.95 

 
b) y = 3х4  39 , x0 = –2.1 

c) y = 2·exp (5 x 
2
 – 20), 

d) y = exp (4 – 4 x 
2
), 

e) y = 3 x + sin (4 x 
3
 – 4), 

x0 = 1.98 

x0 = –0.9 

x0 = 1.1 

2x 
4 
 2x  3 

x4  2x  2 
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x  

x 

x 

 

 f) y = – x + sin (3 x 
2
 – 12), x0 = –2.1 

g) y = – 4x + ln (9 – 2 x 
2
), x0 = –1.8 

h) y = 3x + ln (5 – x 
4
), x0 = 0.8 

 

 

11-тақырып. Функция икемдiлiгi 

 

Дәрiс мақсаты: Функция икемдiлiгi ұғымы арқылы туындының экономикалық 

талдауда қолданылуының бiр мүмкiншiлiгiн кӛрсету. 

 

Дәрiс жоспары: 

1. Функция икемдiлiгiнiң анықтамасы және оның қасиеттерi. 

2. Элементар функциялардың икемдiлiгi. 

3. Икемдiлiктiң экономикалық талдауда қолданылуы. 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 

 

Анықтама. у функциясының салыстырмалы ӛсiмшесiнiң х аргументiнiң 

салыстырмалы ӛсiмшесiне қатынасының х  0 ұмтылғандағы шегi 

Ех(у) функцияның икемдiлiгi деп аталады. 
E ( y)  lim 

y 
: 
x 

 
x 

lim  
y 

 
x 
 y

    

x 
x0   y x y x0 x y 

Функция икемдiлiгi тәуелсiз айнымалы х 1% артқанда 

жуықтап алғанда қанша процент ӛзгеретiнiн кӛрсетедi. 

Функция икемдiлiгiнiң негiзгi қасиеттерi: 

y  f (x) функциясы 

1. Функция икемдiлiгi тәуелсiз айнымалы мен функцияның ӛзгеру 

қарқынының Ty 
y 

кӛбейтiндiсiне тең: E ( y)  x  
y 
 x  T 

x 
y 

y 

2. Екi функцияның кӛбейтiндiсiнiң  (бӛлiндiсiнiң) икемдiлiгi осы 

функциялардың икемдiлiктерiнiң қосындысына (айырмасына) тең: 
Ex (u  v)  Ex (u)  Ex (v) 

( E 
 u  

 E v 
x
 (u)  Ex (v) ) 

   

3. Керi функцияның икемдiлiгi - берiлген функция икемдiлiгiне керi шама: 

Ex ( y) 
1 

 
 

Ey (x) 

Элементар функциялардың икемдiлiгi: 

а) сызықтық: Ex (ax  b) 
ax ; 

ax  b 

б) дәрежелiк: E (x
а
 )  а ; 

в) кӛрсеткiштiк: E (a
x
 )  x ln a . 

Функция икемдiлiгi сұраныс пен ұсынысты талдағанда қолданылады. 

Сұраныстың Q бағаға Р (немесе табысқа I) қарағанда икемдiлiгi жуықтап алғанда 

y
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p p 

p 

p 

y 

 

бағаны (табысты) 1% арттырғанда тауарға сұраныс қанша процент ӛзгеретiнiн 

кӛрсетедi. 

Егер сұраныс функциясының икемдiлiгi (абсолют шамасы бойынша) 

E (Q)  1 болса, онда сұраныс бағаға қарағанда икемдi; егер E (Q)  1 болса, онда – 

икемсiз; ал E (Q)  1 болса онда бейтарап деп есептеледi. 

Сұраныстың бағаға қарағанда икемдiлiгi E  (Q)   
p 
 Q


тауардың бағасын 1% 
p 

Q 
p 

арттырғанда тауарға сұраныс шамасының салыстырмалы кемуiн кӛрсетедi және 

тұтынушылардың ӛнiм бағасы ӛзгерiсiне сезiмталдығын сипаттайды 
Сұраныстың табысқа қарағанда икемдiлiгi E (Q)  

I 
 Q



тұтынушы табысы 
I 

Q 
I 

1% артқанда тауарға сұраныс шамасының салыстырмалы ӛзгерiсiн кӛрсетедi және 

ӛнiм сапасын сипаттайды. Егер 

болса, онда тауар сапасыз. 

EI (Q)  0 болса, онда тауар сапалы; егер EI (Q)  0 

Сұраныстың бағаға қима икемдiлiгi E (Q)  
p

y  
 Q


басқа альтернативтi тауар 
py Q 

py 

бағасы 1% артқанда тауарға сұраныс шамасының салыстырмалы ӛзгерiсiн 

сипаттайды. Егер E (Q)  0 
y 

болса, онда тауарлар ӛзара ауыстырымды; егер 

Ep (Q)  0 болса, онда ӛзара толықтырымды болады. 

 
1.2 Тексеруге арналған сұрақтар: 

1. Функция икемдiлiгi деп не аталады? 

2. Икемдiлiктiң негiзгi қасиеттерi қандай? 

3. Сұраныстың бағаға икемдiлiгi ненi анықтайды? 
4. Сұраныс қашан икемдi (икемдi емес, бейтарап) деп аталады? 

5. Сұраныстың табысқа икемдiлiгi ненi кӛрсетедi? 
6. Сұраныстың қима икемдiлiгi ненi сипаттайды? 

 

1.3 Есептер шығару 
 

у=ƒ(х) функциясы үшін берілген х нүктесінде Ех(у) икемділігін 
1 табыңыз және х аргументі q % - ға ӛзгерген кезде функция шамамен 

қанша пайызға ӛзгеретінін анықтаңыз. 
a) у = х

2
 + 2х x = 2 q = 3 % 

b) у = х
5
∙e

х
 x = –3 q = –1,5 % 

c) y = 4x – ln (4 – x
6
 – 2 x) x = 1 q = –0,8 

d) у = –2x + ln (–2x
5
 + 4x – 1) x = 1 q = 0,2 

e) y = 3x + sin (4x
2
 + x – 14) x = –2 q = –0,5 

f) y = x – 3sin (x
2
 + 3x + 2) x = –2 q = –1,2 

g) y = 1 + sin (x
2
 + 3x + 2) x = –1 q = 1,2 

h) y = 4 + ln (x
6
 – 2x – 2) x = –1 q = –0,8 

2 Ӛнімнің Q=D(p) сұраныс функциясы берілсін. P = P0 бағасы бойынша 

сұраныстың икемділігін тауып, тауарға сұраныстың икемді, бейтарап 

немесе икемді еместігін анықтаңыз 
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Р 

Р 

 

a) Q = 2p
2
 - 20p + 47 

b) Q = p
2
 - 8p + 13 

c) Q = 3p
2
 - 30p + 75 

d) Q = 18 - 2 

e) Q = 12 - 2  

f) Q = 30 - 4 

g) Q = (26 - 3 p)/p 

h) Q = (24 - 2 p)/p 
i) Q = (21 + 3 p)/p 

p = 2 

p = 1 

p = 1 

p = 16 

p = 25 
p = 25 

p = 2 

p = 8 
p = 3 

 

3 Q = D(p) және Q = S (p) сұраныс пен ұсыныстың функциялары болсын. 

Табу керек: 

1) тепе-теңдік бағаны; 

2) тепе-теңдік бағадағы сұраныстың икемділігін; 

3) тепе-теңдік бағадағы ұсыныстың икемділігін және 

тепе-теңдік бағадағы сұраныс пен ұсыныс икемді, бейтарап немесе 

икемді емес екенін анықтаңыз 

a) Q = D(p) = 12/(p + 3) 

b) Q = D(p) = 15/(p + 2) 

c) Q = D(p) = 16/p 

d) Q = D(p) = 8/p 

e) Q = D(p) = 8 + 14/p 
f) Q = D(p) = 1 + 2/p 

g) Q = D(p) = (4p + 16)/(6p + 4) 

h) Q = D(p) = 2 + 24/p 

Q = S (p) = p - 1 

Q = S (p) = p 
Q = S (p) = 4p - 12 

Q = S (p) = 5p - 6 

Q = S (p) = 2p - 4 

Q = S (p) = 4p - 6 

Q = S (p) = p + 1 

Q = S (p) = p – 3 
 

4 Тұтынушылар мен сатушыларға, бағалары Р1 және Р2 болған кезде, 

сауалнама жүргізу арқылы кейбір тауарларға Q1 = D(p1) және Q2 = D(p2) 

сұраныс пен S1 = S(p1) және S2 = S(p2) ұсыныс кӛлемідері белгіленеді. 

Сызықтық интерполяция әдісімен Q = D(p) сұраныс пен S = S(p) 

ұсыныс сызықтық функцияларын тауып, келесіні есептеу керек: 

1) тепе-теңдік бағаны; 

2) тепе-теңдік бағадағы сұраныстың икемділігін; 

3) тепе-теңдік бағадағы ұсыныстың икемділігі және тепе-теңдік баға 

m%-ке ӛскенде сұраныс қанша пайызға ӛзгеретінін, ал тепе-теңдік 

баға n%-ке ӛскенде ұсыныстың қанша пайызға ӛзгеретінін анықтау 

a) D (7) = 12, D (10) = 3 

b) D (9) = 7, D (11) = 3 
c) D (5) = 12, D (9) = 2 

S (7) = 2, S (10) = 8 

S (9) = 2, S (11) = 8 
S (5) = 5, S (9) = 9 

m = 1 , n = 1.5 

m = 0.4 , n = 0.7 
m = 0.4 , n = 2 

d) D (7) = 5, D (10) = 2 S (7) = 1.5, S (10) = 9 m = 0.6 , n = 0.2 

e) D (1) = 5.5, D (6) = 3 S (1) = 1, S (6) = 6 m = 2 , n = 1.7 

f) D (7) = 8, D (12) = 3 S (7) = 4, S (12) = 9 m = 1.4 , n = 0.6 

g) D (7) = 7, D (9) = 1 S (7) = 1, S (9) = 7 m = 1.1 , n = 1.2 

Р 
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h) D (4) = 10, D (9) = 5 S (4) = 1, S (9) = 11 m = 0.5 , n = 2 

5.1 Қандай да бір тауарға сұраныстың бағалық икемділігі -0,25, ал сұраныстың 
кіріс икемділігі 0,8-ге тең болсын. Берілген тауардың бағасы бір мезгілде 
8%-ға тӛмендеп, тұтынушының табысы 5%-ға ӛссе, сұраныс кӛлемі 

шамамен қанша пайызға ӛзгереді? 

 
5.2 Қандай да бір тауарға сұраныстың бағалық икемділігі -1,2, ал сұраныстың 

кіріс икемділігі -2 болсын. Берілген тауарға сұраныс кӛлемі шамамен 
қанша пайызға ӛзгереді, егер бір уақытта оның бағасы 2%-ға ӛссе, ал 

тұтынушының табысы 0,5%-ға тӛмендесе 

 

5.3 Қандай да бір тауарға сұраныстың бағалық икемділігі -6, ал сұраныстың 

кіріс икемділігі 1,5-ке тең болсын. Егер бір уақытта оның бағасы мен 

тұтынушы табысы сәйкесінше 0,3% және 2% тӛмендесе, берілген тауарға 

сұраныс кӛлемі шамамен қанша пайызға ӛзгереді? 

 

6 Q = f (x) фирманың ӛндірістік функциясы болсын, мұндағы Q – ӛнім 

кӛлемі, х – пайдаланылған ресурс мӛлшері. Берілген х мәні үшін 

пайдаланылған ресурс кӛлеміне сәйкес ӛнім кӛлемінің икемділігін 

табыңыз және пайдаланылған ресурс кӛлемі n%-ға ӛскен кезде ӛнім 

кӛлемі шамамен қанша пайызға ӛсетінін анықтаңыз. 

a) Q 

b) Q 

c) Q 

d) Q  2 

 3 , x = 2, n = 0,2 

 2 , x = 3, n = 0,5 

1 , x = 1, n = 0,6 

 8 , x = 1, n = 2 

e) Q = 15(x-4)
1/3

 + 20, x = 12, n = 4 

 

7 C = C(Q) жалпы ӛндіріс шығындарының функциясы болсын, мұнда Q 

- ӛнім кӛлемі, С - жалпы шығындар. Берілген Q=Q0 үшін жалпы 

шығындардың ӛнім кӛлеміне қатысты икемділігін есептей отырып, 

ӛнім кӛлемі n%-ға ӛскен кезде жалпы шығындар шамамен қанша 

пайызға ӛсетінін анықтаңыз. 

a) С=С(Q)=Q
3
-12Q

2
+50Q, Q =5, n = 6 

b) С=С(Q)= 0,5Q
3
 - 3Q

2
 +9Q, Q =2, n =0,2 

c) С=С(Q)= Q
2
 + 6Q + 40, Q =10, n =0,3 

d) С=С(Q)=Q
3
- 6Q

2
 +18Q, Q =4, n =0,5 

e) С=С(Q)=Q
3
- 6Q

2
 +13Q, Q =2, n =0,3 

9  2х
3
 

7  2х
2
 

1 3х
2
 

16  9х
4
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12-тақырып. Бір айнымалы функцияны зерттеу 

 

Дәрiс мақсаты: Туындының функцияның экстремумын табуға қолданылуын 

кӛрсету, ол арқылы әллеуметтiк-экономикалық заңдылықтарды, 

құбылыстарды оқып үйрету 

 

Дәрiс жоспары: 

1. Функцияның ӛсуi, кемуi және экстремумы. 

2. Функция графигiнiң дӛңестiгi және иiлу нүктелерi. 

3. Функция графигiнiң асимптоталары. 

4. Функцияны зерттеудiң жалпы схемасы. 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 

 

Бір айнымалы функцияның экстремумы. 
 

Ферма теоремасы. Егер Х аралығында дифференциалданатын y  f (x) 

функциясы осы аралықтың iшкi х0 нүктесiнде ең үлкен және ең кiшi мәнге ие 

болса, онда ол нүктеде функция туындысының мәнi нольге тең болады, яғни 

f (x0 )  0 . 

Ролль теоремасы. y  f (x) функциясы мына шарттарды қанағаттандырсын: 

1. a;b кесiндiсiнде үзiлiссiз; 

2. a; b интервалында дифференциалданатын; 

3. кесiндiнiң шеткi нүктелерiнде мәндерi тең, яғни f(a)=f(b). 
Сонда кесiндiнiң туындысы нольге тең болатын ең болмағанда бiр iшкi 

нүктесi с  a; b бар болады: f (с)  0 . 

Лагранж теоремасы. 

қанағаттандырсын: 

1. a;b кесiндiсiнде үзiлiссiз; 

y  f (x) функциясы мына шарттарды 

2. a; b интервалында дифференциалданатын; 

Сонда кесiндiнiң f (с) 
f (b)  f (a) 

 
 

b  a 
теңдiгi орындалатын ең болмағанда бiр iшкi 

нүктесi с  a; b бар болады. 

Лопиталь теоремасы. Екi шексiз аз немесе шексiз үлкен функциялардың 

қатынасының шегi олардың туындыларының қатынасының (ақырлы немесе 

ақырсыз) шегiне тең, егер соңғысы кӛрсетiлген мағынада бар болса: 
 

 
lim f (x) 

 lim
 

 

f (x) 
.
 

 

x x0   g(x) x x0    g (x) 

Теорема (функция өсуiнiң жеткiлiктi шарты). Егер дифференциалданатын 

y  f (x) функциясының туындысы осы аралықтың барлық нүктелерiнде оң (терiс) 

болса, онда y  f (x) функциясы осы аралықта өседi (кемидi). 
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Анықтама. Егер х0 нүктесiнiң аймағында f (x0 )  f (x)  f (x0 )  f (x)

теңсiздiгi орындалса, онда х0 нүктесi y  f (x) функциясының максимум 

(минимум) нүктесi деп аталады. 

Максимум және минимум нүктелерi экстремум нүктелерi деп аталады. 

Максимум (минимум) нүктесiндегi функцияның мәнi функцияның максимумы 

(минимумы) деп аталады. Функцияның максимумы және минимумы бiр сӛзбен 

функция экстремумы деп аталады 

Теорема (Экстремумның қажеттi шарты). Функцияның экстремум 

нүктесiнде оның туындысы нольге тең ( f (x0 )  0 ) немесе болмайды. 

Экстремумның қажеттi шарты орындалатын нүктелер, яғни туындысы нольге 

тең немесе болмайтын нүктелер кризистiк нүктелер деп аталады. 

Теорема     (экстремумның      бiрiншi      жеткiлiктi      шарты).      Егер 

дифференциалданатын y  f (x) функциясының туындысы таңбасын х0 

нүктесiнен ӛткенде плюстен (минустен) минуске (плюске) ӛзгерсе, онда х0 

нүктесi y  f (x) функциясының максимум (минимум) нүктесi болады. 

Теорема (экстремумның екiншi жеткiлiктi шарты). Егер екi рет 

дифференциалданатын функцияның бiрiншi реттi туындысы f (x) кейбiр х0 

нүктесiнде нольге тең, ал бұл нүктеде екiншi реттi туындысы f  (x0 ) оң (терiс) 

болса, онда х0 

[3] 

нүктесi f (x) функциясының минимум (максимум) нүктесi болады. 

y  f (x) функциясын экстремумге зерттеу схемасы: 

1. y  f (x) туындысын тап; 

2. функцияның кризистiк нүктелерiн тап; 
3. әр кризистiк нүктенiң оң және сол жағында туындының таңбасын анықта 

немесе екiншi реттi туындыны f  (x) тап және әр кризистiк нүктеде оның таңбасын 

анықта, ендi функцияның экстремумы болуы туралы қорытынды жаса; 

4. функцияның экстремумдерiн тап. 

Анықтама. Егер (a;b) интервалында функция графигi кез келген 

жанамасынан тӛмен (жоғары) орналасса, онда 

(a;b) интервалында дӛңес (ойыс) деп аталады. 

y  f (x) функциясының графигi 

Теорема. Егер y  f (x) функциясының (a;b) интервалында екiншi реттi 

туындысы бар және f  (x)  0 ( f  (x)  0 ) болса, онда (a;b) интервалында функция 

графигi ойыс (дӛңес) болады. 

Анықтама. Үзiлiссiз функция графигiнiң дӛңес және ойыс интервалдарын 

бӛлетiн нүкте иiлу нүктесi деп аталады. 

Теорема (иiлудiң қажеттi шарты). Екi рет дифференциалданатын 

функцияның f  (x) екiншi реттi туындысы х0 иiлу нүктесiнде нольге тең болады, 

яғни f  (x0 )  0 . 

Теорема (иiлудiң жеткiлiктi шарты). Егер екi рет дифференциалданатын 

функцияның f  (x) екiншi реттi туындысы кейбiр х0 нүктесiнен ӛткенде таңбасын 

ӛзгертсе, онда х0 оның графигiнiң иiлу нүктесi болады. 
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y  f (x) функциясын дөңестiкке және иiлу нүктесiне зерттеу схемасы: 

1. f  (x) екiншi реттi туындысын тап; 

2. екiншi реттi туынды нольге тең f  (x)  0 немесе болмайтын нүктелердi тап; 

3. табылған нүктелердiң оң және сол жағында екiншi реттi туындының 

таңбасын анықта және дӛңестiлiк интервалдары мен иiлу нүктелерi бар 

болуы туралы қорытынды жаса; 

4. иiлу нүктелерiнде функцияның мәнiн тап. 

 

Функцияны зерттеу 
 

Анықтама. y  f (x) функциясының асимптотасы деп график нүктесi 

координаталар басынын шексiз алшақтағанда М(х; f (x) ) нүктесi мен осы түзудiң 

ара қашықтығы нольге ұмтылатын қасиеттi иемденген түзу. 

Вертикаль, горизонталь және кӛлбеу асимптоталар болады. 

Егер lim 
xx0 

f (x)   болса, онда х  х0 түзуi y  f (x) функциясы графигiнiң 

вертикаль асимптотасы деп аталады. 

Егер lim 
x

f (x)  в болса, онда у  в түзуi y  f (x) функциясы графигiнiң 

горизонталь асимптотасы деп аталады. 
 

 
Егер 

 

lim 
x

f (x) 
 k  0

 

x 

 
және 

lim  f (x)  kx  в 
x

ақырлы шектерi бар болса, онда y=kx+в түзуi y=f(x) функциясы графигiнiң 

кӛлбеу асимптотасы деп аталады. 

 

Функцияны зерттеудiң жалпы схемасы: 

1) функцияның анықталу облысы және оның анықтау облысы 

шекараларындағы ӛзгерісі (сәйкес бір жақты шектерді немесе шексіздіктегі 

шектерді табыңыз); 

2) функцияның жұптығы мен периодтылығын зерттеңіз; 
3) үзіліссіз пен үзіліс нүктелерінің интервалдарын (үзіліс түрін кӛрсете 

отырып) табыңыз; 

4) функцияның нӛлдері (яғни, f(x) = 0 болатын x мәндері) және тұрақты 

таңбасының облыстарын кӛрсетіңіз; 

5) монотондылық пен экстремалдылық интервалдарын табыңыз; 

6) дӛңес және ойыс аралықтары және иілу нүктелерін табыңыз; 

7) функция графигінің асимптоталарын табыңыз; 
8) функция графигiн салыңыз. 

 

Мысал. 

Шешуі 

x 2  1 
y  

x  1 
функциясын толық зертте және графигін сыз. 

1. Функцияның анықталу облысы: x (;1)  (1;) . 

Сол жақ, оң жақ шектерді қарастырайық (функцияның күй-ӛзгерісі): 
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2 

f (x)    0 , 

 

 
lim x 

2
  1 

 
 

 , 
 
lim x 

2
  1 

 
 

 , 
 
lim x 

2
  1 

 
 

 , lim x 
2
  1 

 
 

 
x x  1 

(x)2  1 

x10 x  1 x10 x  1 x x  1 

2. f (x) 
 x  1 

  f (x) , болғандықтан, функция тақ та емес, жұп та емес, 

яғни жалпы түрдегі функция. Функция периодты емес, ӛйткені тұрақтыға 

тең емес периодтық функцияның шексіздікте шегі бола алмайды. 

3. Функция қарапайым болғандықтан, ол анықтаудың барлық облысында 

үзіліссіз, яғни үзіліссіз аралығы: x (;1)  (1;) . Ал x = 1 нүктесі 2-ші 

екінші текті үзіліс нүктесі екендігі шығады (ӛйткені бұл нүктедегі бір 

жақты шектер шексіздікке тең). 

4. х-тің кез келген мәнінде f (x)  0 (яғни, функцияның графигі Ox осімен 

қиылыспайды). х < 1 кезде f(x) < 0 , ал x > 1 кезде f(x) > 0. 

5. Бұл сұраққа жауап беру үшін осы функцияның туындысын табайық. 

 
2x(x 1)  (x 

2
  1) x 

2
  2x 1 

 
  

x  1  кезде.   кездегі 

(x 1)
2
 (x 1)

2
 

f (x) 0 

x  (1 2;1)  (1;1 2) - функцияның кему аралықтары; f (x)  0 кездегі 

x (;1 2)  (1 2;) - функцияның ӛсу аралықтары. x  1  кезде, 

туынды f (x) таңбасын «+»-тен «-»-ке ӛзгереді, сондықтан, x  1  - 

максимум нүктесі. x  1  кезде, туынды f (x) меняет знак с «-»-тен на 

«+»-ке ӛзгереді, сондықтан, x  1  - минимум нүктесі. 

6. х-тің кез келген мәнінде: f  (x) 
(2x  2)(x 1)

2
  (x 

2
  2x 1)2(x 1) 

(x 1)
4
 

  
4 

 0 
(x 1)

3
 

Сондықтан, функцияның иілу нүктелері жоқ. х < 1 болған кезде f  (x)  0 , 

ал x > 1 болған кезде f  (x)  0 , сондықтан функция (;1) интервалында 

дӛнес, ал (1;) интервалында - ойыс. 

7. Бірінші сұрақтың жауабы х = 1 функция графигінің тік асимптотасы екенін 

кӛрсетеді. Сондай-ақ, х   ұмтылған кезде функцияның ақырлы шегі 

жоқ, сондықтан оның кӛлденең асимптоталары да жоқ екені анықталды. 2- 

ші мысалда у = х + 1 кӛлбеу асимптотасы табылды. 

8. Жүргізілген зерттеу нәтижелері негізінде 

графигін саламыз 

x 2  1 
у  

x  1 
функциясының 

2 

2 

2 

2 
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1.2 Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар 

1. Ферма, Ролль және Лагранж теоремаларын тұжырымда. 

2. Шектердi есептегенде қандай жағдайда Лопиталь ережесi қолданылады? 

3. Функцияның интервалда ӛсу (кему) белгiлерiн тұжырымда. 

4. Функцияның максимум және минимум нүктелерiнiң анықтамасын бер. 

5. Функцияның максимумы және минимумы деп не аталады? 

6. Экстремум болуының қажеттi шартын тұжырымда. 

7. Қандай нүктелер кризистiк деп аталады және оларды қалай табуға болады? 
8. Экстремум болудың бiрiншi қажеттi шартын тұжырымда және бiрiншi 

туынды бойынша функцияны экстремумге зерттеу схемасын түсiндiр. 

9. Экстремум болудың екiншi қажеттi шартын тұжырымда және екiншi 

туынды бойынша функцияны экстремумге зерттеу схемасын түсiндiр. 

10. Берiлген кесiндiде функцияның ең үлкен және ең кiшi мәнiн табу ережесiн 

тұжырымда. 

11. Берiлген интервалда қисықтың дӛңестiгi мен ойыстығының анықтамасын 

бер. 

12. Берiлген интервалда қисықтың дӛңестiгi мен ойыстығының жеткiлiктi 

шартын тұжырымда. 

13. Қисықтың дӛңес және ойыс интервалдарын қалай табуға болады? 

14. Қисықтың асимптотасы деп не аталады? 
15. Вертикаль, горизонталь және кӛлбеу асимптоталарды қалай табуға 

болады? 

16. Функцияны зерттеудiң және графигiн салудың жалпы схемасын түсiндiр. 
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1.3 Есептер шығару 

 

1 Функцияның барлық критикалық нүктелерін табыңыз 

1.1 

1.3 

1.5 

1.7 

у  3  х 
4
  2х 

2
 

у  3  х 
3
 12 х 

у  2х 
3
  9х 

2
 12 х 

у 
 x 1 

x 

1.2 

1.4  

1.6 

1.8 

у  9  х 
3
  3х 

2
 

у  х
4 
 4х

3 
 4х

2
 

у  1  4х
2
  2х

4
 

у  1  
8(x  1) 

x 2 

1.9 у=х
4
 – 4х

3 1.10 у  x 1 
1
 

x 
2 Монотондылық пен экстремумды тексеріп, функцияның графигін 

құрыңыз 

2.1 у = х
3
–3х–2 2.2 у = х

4
– 4х

3
 

2.3 у = 2х
3
– х

4
 2.4 у = х

3
+3х

2
 

2.5 у = х
4
– 4х

3
+4х

2
 2.6 у  х 3  3х 2  9x 

2.7 у = 4+3х
4
– 4х

3
 2.8 у = 3– х (х–4)

3
 

2.9 у = 3–3х
2
 – х

3
 2.10 у = 6х

2
 +2х

3
 

2.11 у = 1+9х+6х
2
 +х

3
 2.12 у = 9х–3х

2
 –х

3
 

 
 

13-тақырып. Кӛп айнымалы функция, туындылары және 

дифференциалдары. Кӛп айнымалы функцияның экстремумы 

 

Дәрiс мақсаты: Функция ұғымын кеңейту және деңгей сызығы ұғымын енгiзу. 

Бiрнеше айнымалы функцияның дифференциалдық есептеулерiнiң негiзiмен 

таныстыру. Бiрнеше айнымалы функцияның әллеуметтiк-экономикалық 

құбылыстарды сипаттайтын функция экстремумы (тиiмдi шешiм), икемдiлiгi 

мәндерiн есептеуге дифференциалдық есептеулер қалай қолданатынын кӛрсету. 

 

Қарастырылатын сұрақтар тiзiмi: 

1. n айнымалы функцияның анықтамасы. 

2. Екi айнымалы функцияның анықтамасы және оның анықталу облысы. 

3. Екi айнымалы функцияның графигi және деңгей сызығы. 

4. Екi айнымалы функцияның толық және дербес ӛсiмшелерi. 

5. Бiрiншi реттi дербес туындылар. 
6. Бiрнеше айнымалы функцияның икемдiлiгi. 

7. Бiрiншi реттi толық дифференциал және оның қолданылуы. 

8. Айқындалмаған функцияның туындысы. 

9. Бағыт бойынша туынды және градиент. 

10. Жоғары реттi дербес туындылар. 
11. Бiрнеше айнымалы функция экстремумының анықтамасы 

12.Локальдық экстремумның қажеттi шарты 

13. Екi айнымалы функцияның локальдық экстремумының жеткiлiктi шарты 
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2 

i 

 

14. Бiрнеше айнымалы функция экстремумының экономикада қолданылуы. 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 

 
Анықтама. n айнымалы шамалар берiлсiн және олардың Х жиынындағы 

әрбiр  x1, x2 , ..., xn  мәндер жиынтығына z айнымалысының нақты бiр мәнi сәйкес 

келсе, онда Х жиынында бiрнеше айнымалы функция z   f x1,...,xn  берiлдi дейдi. 

x1,..., xn айнымалылары тәуелсiз айнымалылар немесе аргументтер, ал z - 

тәуелдi айнымалы немесе функция деп аталады. f символы сәйкестiк заңын 

бiлдiредi. Х жиыны функцияның анықталу облысы деп аталады. 

Бiрнеше айнымалы функцияның кейбiр мысалдарын қарастырайық: 

1. z  a1x1  a2 x2  ...  an xn  b - сызықтық функция деп аталады, мұнда a1,...,an , b - 

тұрақты сандар. 
1 n 

2. z  bij xi x 
i, j 1 

- квадраттық функция деп аталады, мұнда bij 
- тұрақты сандар. 

3. Экономикалық теорияның негiзгi ұғымдарының бiрi – пайдалылық 

функциясы. Оның мына түрлерi жиi кездеседi: 
 
 

 

а)  z  ai  lnxi   ci , 
i 1 

где ai   0, xi   ci   0 - логарифмдiк функция; 
 

 

б) z  
i 1 

ai 

1  bi 

xi  c 1bi    . Мұнда a  0, 0  bi  1; xi  ci  0 . Мұндай функция 

тұрақты икемдiлiк функциясы деп аталады. 

 

Ең үлкен ӛнiм кӛлемiнiң Q пайдаланылған ресурстер мӛлшерiнен x1, х2 ..., xn 

тәуелдiлiгi Q  f x1,..., xn   өндiрiстiк  функция деп аталады. Ең жиi кездесетiн 

ӛндiрiстiк функция Q  AK

 L

 Кобба-Дуглас функциясы, мұнда K- ӛндiрiстiк 

фонд кӛлемi, L- еңбек шығыны, α және β параметрлерi 

шарттарын қанағаттандырады. 

  0,   0,     1 

 

Анықтама. Егер D (x, y) сан жиынының кез келген реттелген сан 

жұбына (x,y) кейбiр f ереже бойынша Z жиынының z саны сәйкес қойылса, онда 

D жиынында z = f (x,y ) функциясы берiлдi дейдi. 
х және у айнымалылары тәуелсiз айнымалылар (немесе аргументтер), ал z - 

тәуелдi айнымалы немесе екi айнымалы функция деп аталады. D (x, y)
жиыны функцияның анықталу облысы, 

деп аталады. 
Z  f (x, y)функцияның мәндер облысы 

Тiк бұрышты координаталар жүйесiнде әрбiр реттелген сан жұбына (x,y) 
хОу жазықтығының жалғыз М нүктесi сәйкес және керiсiнше, әрбiр М нүктеге 

жалғыз ғана реттелген сандар жұбы (x,y) сәйкес болатындықтан, екi айнымалы 

функцияны М нүктесiнiң функциясы деп қарастыруға болады. Ол z  f (M ) деп 

n 

n 

i 
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жазылады. Бұл жағдайда анықталу облысы хОу координалар жазықтықтығының 

кейбiр нүктелер жиыны болады. 
D жиынында анықталған екi айнымалы z=f(x;y) функциясының графигi 

деп х, у  D , z  f x, y болатындай үш ӛлшемдi кеңiстiктiң (х,у,z) нүктелерiнiң 

жиыны аталады. Екi айнымалы функция z=f(x;y) графигi үш ӛлшемдi кеңiстiкте 

кейбiр бет болады.[3] 

Анықтама. Функция мәнi әрқашан тұрақты С болатындай жазықтықтағы 

нүктелер жиыны екi айнымалы z=f(x;y) функцияның деңгей сызығы деп аталады. 

Мұнда С саны деңгей деп аталады. 

Әр нүктесiнде ӛндiрiстiң әртүрлi факторлары бiрдей мӛлшерде ӛндiрiлген 

ӛнiм беретiн сызық изокванта немесе өндiрiстiң селқостық сызығы деп 

аталады. 

 

Бiрнеше айнымалы функциялардың 

туындылары және дифференциалдары 
 

Бiр айнымалы функция үшiн анықталған математикалық талдау 

ұғымдарының кӛп бӛлiгi екi айнымалы функцияға да қолданылады. 

Екi айнымалы z  f (x, y) функциясы берiлсiн. Ендi х аргументiне х , ал у 

аргументiне у ӛсiмшесiн берелiк. Сонда z функциясының ӛскен мәнi 

f (x  x, y  y) болады. z  f (x  x, y  y)  f (x, y) шамасы функцияның (х,у) 

нүктесiндегi толық өсiмшесi деп аталады. Егер тек қана х аргументiне немесе 

тек қана у аргументiне ӛсiмше берсек, онда алынған функцияның сәйкес 

ӛсiмшелерi  х z  f (x  x, y)  f (x, y) және  у z  f (x, y  y)  f (x, y) дербес 

өсiмшелер деп аталады. Бiрнеше айнымалы функцияның дербес ӛсiмшелерi де 

осылайша анықталады. 

Анықтама. Бiрнеше айнымалы функцияның осы айнымалылардың бiреуi 

бойынша алынған дербес туындысы деп функцияның сәйкес дербес ӛсiмшесiнiң 

қарастырылған тәуелсiз айнымалы ӛсiмшесiне қатынасының соңғысы нольге 

ұмтылғандағы шегi аталады. 

z  f (x, y) функциясының тәуелсiз х айнымалысы бойынша дербес 

туындысы деп у тұрақты деп есептеп табылған ақырлы шек 

lim f (x  x, y)  f (x, y) 
 lim

 
 

z 
 
z 

 f (x, y) 
  

аталады. 
x0 x x0 x x 

x
 

z  f (x, y) функциясының тәуелсiз у айнымалысы бойынша дербес 

туындысы деп х тұрақты деп есептеп табылған ақырлы шек 

lim f (x, y  y)  f (x, y) 
 lim

 
 

z 
 
z 




 

f (x, y) аталады. 
y0 y y0 y y 

y
 

zx (x, y) туындысын есептеу үшiн у айнымалысын, ал zу (x, y) 

туындысын табу үшiн х айнымалысын тұрақты деп есептеп және 

дифференциалдау ережелерiн пайдалану қажет. 
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x 

x 

 

Q  f (x1 , x2 ,..., xn ) ӛндiрiстiк функциясының 
Q

 
x 

дербес туындысы i- шi 
i 

ресурсты бiр бiрлiкке арттырғанда алынған қосымша ӛнiм мӛлшерiне тең. 
Экономикалық зерттеулерде i- шi ресурсты бiр бiрлiкке арттырғанда 

алынған қосымша ӛнiм мӛлшерi шектiк еңбек өнiмдiлiгi немесе шектiк өнiм деп 

аталады. 

у  f (x1, x2 ,..., xn ) бiрнеше айнымалы функциясының хi айнымалыға 

қарағанда икемдiлiгi деп осы функцияның басқа аргументтерi тұрақты болғанда 

тек хi   айнымалысына қарағандағы икемдiлiгi аталады және мына формуламен 

есептеледi: Exi
 
( y)  

xi y

y i 

E ( y) 
i 

икемдiлiгiнiң мәнi хi айнымалысын 1% арттырғанда у 

функциясының мәнi жуықтап алғанда қанша пайыз ӛзгеретiнiн кӛрсетедi. 

Тауарға сұраныс кӛп фактордан тәуелдi. Кейбiр Х тауарына сұраныс Q осы 

тауар бағасынан Рх, тұтынушы табысынан I және альтернативтi У тауарының 

бағасынан   Ру   тәуелдi   болсын.   Сонда   сұраныс   үш   айнымалы   функция 

Q  f (Px , Py , I ) болады. Бағалар мен табыс ӛзгергенде сұраныс қалай ӛзгередi? 

Осы сұраққа икемдiлiк ұғымы кӛмегiмен жауап берiледi. 
Ең кӛп тараған ӛндiрiстiк функция Кобба-Дугластың дәрежелiк функциясы 

Q  AK 

 L

 (  0,   0,     1), мұнда  және  ӛнiм шығарудың капитал K 

және еңбек L шығынына қарағанда икемдiлiгiн кӛрсетедi.  параметрi капитал 

1% артқанда ӛнiм шығару кӛлемi ӛзгерiсiн, ал  - еңбек шығыны 1% артқанда 

ӛнiм шығару кӛлемi ӛзгерiсiн сипаттайды. 

Дифференциалданатын z  f (x, y) функциясының М 0 (х0 , у0 ) нүктесiндегi 

толық ӛсiмшесiн мына түрде беруге болады: 

z   f (x0    x, y0    y)   f (x0 , y0 )   f x(x0 , y0 )x   f y(x0 , y0 )y  (x, y)x   (x, y)y , 

мұнда x  0 , y  0 ұмтылғанда  мен  шексiз аз функциялар. 

Дифференциалданатын z  f (x, y) функциясының М 0 (х0 , у0 ) нүктесiндегi 

толық дифференциалы dz деп осы функцияның толық ӛсiмшесiнiң х пен у 

-ке қарағанда сызықтық бас бӛлiгi аталады, яғни dz   f x(x0 , y0 )x   f y(x0 , y0 )y . 

Сонымен екi айнымалы функцияның толық дифференциалы осы функцияның 

дербес туындылары мен сәйкес тәуелсiз айнымалылардың ӛсiмшелерiнiң 

кӛбейтiндiлерiнiң қосындысына тең. 

Аргумент ӛсiмшелерi х пен у олардың сәйкес дифференциалдарына тең 

х =dx, у = dy болғандықтан функцияның толық дифференциалын мына түрде 

жазуға болады: dz  f x(x0 , y0 )dx  f y(x0 , y0 )dy . 

Екi айнымалы функцияның дифференциалын пайдаланып F(x,y)=0 

теңдеуiмен айқындалмаған түрде берiлген у  f (x) функциясының туындысын 

табатын формуланы алуға болады, мұнда F(x,y) – екi айнымалы функция. 

Егер функция тұрақты (дербес жағдайда нольге тең) болса, онда оның 

ӛсiмшесi және дифференциалы нольге тең dF(x, y)  0 . Сондықтан 

. 
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Fx(x, y)dx  Fy(x, y)dy  0 , бұдан айқындалмаған функция туындысының 

формуласы шығады: dy 
  

Fx(x, y) 
.
 

  

dx Fy(x, y) 

х және у шексiз аз шамалар болғандықтан функцияның толық ӛсiмшесi 

жуықтап алғанда оның толық дифференциалына тең z  dz , яғни 

f (x0  x, y0  y)  f (x0 , y0 )  dz(x0 , y0 ) . Бұдан екi айнымалы функцияның мәнiн 

жуықтап есептеу формуласы шығады: 

 

f (x, y)  f (x0, y0 )  fx(x0 , y0 )(x  x0 )  f y(x0 , y0 )( y  y0 ) 

 

z  f (x, y) функциясы М (х, у) нүктесiнiң кейбiр аймағында анықталсын, 

ал М (х, у) нүктесi арқылы ӛтетiн l түзуiнiң бағытын анықтайтын бiрлiк вектор 

e  (cos, cos ) болсын. l түзуiнде М 1 (х  х, у  у) нүктесiн аламыз. l бағыты 

бойынша М нүктесiнен М 1 нүктесiне орын алмастырғанда z функциясы z 

функциясының берiлген l бағыты бойынша ӛсiмшесi деп аталатын 

l z  f (x  x, y  y)  f (x, y) ӛсiмшесiн алады. 

Анықтама. Екi айнымалы z  f (x, y) функциясының l бағыты бойынша 

туындысы zl
 деп функцияның осы бағыттағы ӛсiмшесiнiң l орын алмасу 

шамасына қатынасының соңғысы нольге ұмтылғандағы шегi аталады, яғни zl
 = 

lim 
l 0 

l z 
.
 

l 

zl
 туындысы l бағытындағы функция ӛзгерiсiнiң жылдамдығын сипаттайды. 

Бағыт бойынша туынды zl
  zx   cos  zy  cos формуласымен есептеледi, мұнда 

cos және cos  бiрлiк е векторының бағыттаушы косинустары. 

 
Анықтама. z  f (x, y) функциясының градиентi grad z деп координаталары 

(zx , zy )  болатын вектор аталады. 

Градиент дегенiмiз z  f (x, y) 

кӛрсететiн вектор. 

функциясының ең тез ӛсу бағытын 

z  f (x, y) функциясының M (x, y)   нүктесiнде және   M (x, y) нүктесiнiң 

аймағындағы нүктелерде бiрiншi реттi дербес туындылары z(x, y) , 

x 

z(x, y) 
.
 

y 

Сонда 
z(x, y) 

 
 

x 
және z(x, y) 

 
 

y 
дербес туындыларының дербес туындылары 

z  f (x, y) функциясының M (x, y) нүктесiндегi екiншi реттi дербес 

туындылары деп аталады. Екiншi реттi дербес туындылар былай белгiленедi: 

 
 

2
 z 

 
 

  z 


 

 2 z   z 
f xx (M )  

x 
2

 

 
x 

 
x 

 ;  f xy (M )  
xy  

 
y 

 
x 

 ;
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 2 z   z  





  

 2 z 
 

 

  z 
f yx (M )  

yx 
 
x 

 
y 

 ; 
f yy (M )  

y 2
 

 
y 

 
y 

 .
 

   
Үшiншi және одан да жоғары реттi дербес туындылар осылайша анықталады 

және белгiленедi, мысалы: 

 


3
 z 

 
 

   
2
 z 



f xxx (M )  
x

3
 

 
x 

 
x 

2
 
 ;

 
 

 
3 z    2 z 



f xxy (M )  
x 

2 
y 

 
y 

 
x 

2 
 ; 

 

 


3
 z 

 
 

   
2
 z 



f yyy (M )  
y 

3
 

 
y 

 
y 

2
 
 .

 
 

Егер екiншi реттi аралас туындылар үзiлiссiз болса, онда олардың мәнi 

дифференциалдау ретiнен тәуелсiз болады, яғни 

дербес туындыларға да қолданылады. 


2
z 

 
 

xy 


2
z 

 
yx 

. Бұл жоғары реттi 

Тиiмдiлiктiң классикалық әдiстерi 
М 0 (х0 , у0 ) нүктесiнiң аймағы деп центрi М 0 нүктесiнде жататын радиусы 

кез келген болатын дӛңгелек аталады. 

радиусы  болатын дӛңгелек аталады. 

М 0 (х0 , у0 )   нүктесiнiң  -аймағы деп 

Анықтама. Егер М 0 (х0 , у0 ) нүктесiнiң кейбiр аймағында f (x0 , y0 )  f (x, y) ( 

f (x0 , y0 )  f (x, y) ). теңсiздiгi орындалса, онда f (x0 , y0 ) мәнi z  f (x, y) 

функциясының максимумы (минимумы) деп аталады. 

Мұнда М 0 (х0 , у0 ) нүктесi функцияның максимумы (минимумы) нүктесi деп 

аталады. Функцияның максимум және минимум мәндерi функцияның 

экстремумдары деп аталады. 
Теорема. (экстремумның қажеттi шарты). Егер дифференциалданатын 

z  f (x, y) функциясының М 0 (х0 , у0 ) нүктесiнде экстремумы бар болса, онда 

оның бiрiншi реттi дербес туындылары бұл нүктеде нольге тең болады: 

f x(x0 , y0 )  0 ; f y(x0 , y0 )  0 . 

Бiрiншi реттi дербес туындылары нольге тең (немесе болмайтын) нүктелер 

кризистiк немесе стационар нүктелер деп аталады. Оларды экстремумге зерттеу 

екi айнымалы функцияның экстремумы болудың жеткiлiктi шарттары кӛмегiмен 

жүргiзiледi. 

Теорема. (экстремумның жеткiлiктi шарты). z  f (x, y) функциясы: 

а) f x(x0 , y0 )  0 және f y(x0 , y0 )  0 болатындай М 0 (х0 , у0 ) кризистiк 

нүктесiнiң кейбiр аймағында анықталсын; 

б) бұл нүктеде оның екiншi реттi үзiлiссiз туындылары 

 
f xx (x0 , y0 )  A ; 

f xy (x0 , y0 )  B ; f yy (x0 , y0 )  C болсын. Сонда, егер   АС  В2  0 болса, онда 

М 0 (х0 , у0 ) нүктесiнде z  f (x, y) функциясының экстремумы болады, әрi A<0 
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f 

f 



'' '' 

 

(А>0) болса максимум (минимум).   АС  В2  0 болса, онда z  f (x, y) 

функциясының экстремумы жоқ. Егер 

болуы туралы сұрақ ашық қалады. 

  АС  В2  0 болса, онда экстемум 

'' 

  АС  В 
2
  

xx
 

yx 

'' 

xy 
саны Гессе анықтауышы деп аталады. 

yy 

Екi айнымалы функцияны экстремумге зерттеу жобасы: 

1. бiрiншi реттi дербес туындыларды f x(x, y) және f y(x, y) тап; 

2. fx
(x, y)  0 , f y

(x, y)  0 теңдеулерiнiң жүйесiн шешiп функцияның 

кризистiк нүктелерiн тап; 
3. екiншi реттi дербес туындыларды тап, әр кризистiк нүктеде олардың 

мәнiн есепте және жеткiлiктi шарт кӛмегiмен экстремум болуы туралы 

қорытынды шығар; 

4. функцияның экстремумдарын тап. 

Мӛлшерлерi х және у болатын екi түрлi тауар ӛндiрiлсiн және олар сәйкес Рх 

және Ру бағалары бойынша ӛткiзiлсын. Бұл тауарларды ӛндiруге кеткен шығын 

С=С(х,у) функциясымен берiлсiн. Сонда олардан түскен пайда функциясы мына 

түрде болады: П  Рx х  Рy y  C(x, y) (1). Пайданың максимумы шартынан 

ӛндiрiстiң тиiмдi деңгейiн табамыз. 

 

Мысал. Екi түрлi тауар ӛндiрiлсiн, олардың сәйкес мӛлшерлерiн х және у деп 

белгiлейiк. Р1 =8 және Р2 =10 осы тауарлардың сәйкес бағалары, ал 

С = х
2
 + ху + у

2
 – шығын функциясы болсын. Сонда (1) теңдеу бойынша пайда екi 

айнымалы функция болады: 

П(х,у)=8х+10у-х
2
-ху-у

2
 . Экстремумның қажеттi шарты 

 2х  у  8 

х  2 у  10 

сызықтық 

алгебралық теңдеулер жүйесiне келтiредi, оның шешiмi (2,4) нүктесi болады. 

П
х

х  2  0 ,   Пхх  П уу  (Пху)

2  0 болғандықтан, табылған нүкте пайда 

функциясының локальды максимумын анықтайды, ол Пmax =28 тең. 

 

1.2 Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар 

1. n айнымалы функция анықтамасын бер. 

2. Екi айнымалы функция анықтамасын бер. 

3. Екi айнымалы функцияның анықталу облысы деп не аталады? 

4. n айнымалы сызықтық функция қандай түрде болады? 

5. Қандай функция ӛндiрiстiк деп аталады? 

6. Кобба-Дуглас функциясы қандай шарттарды қанағаттандыруы қажет? 

7. Екi айнымалы функцияның графигi деп не аталады? 

8. Екi айнымалы функцияның графигi не болады? 

9. Деңгей сызығы деп не аталады? 
10. Ӛндiрiстiк функцияның деңгей сызығы қалай аталады? 

11. Екi айнымалы функцияның дербес және толық ӛсiмшесi деп не аталады? 

f 

f 
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x y 

 

12. Екi айнымалы функцияның бiрiншi реттi дербес туындыларының 

анықтамасын бер. 

13. n айнымалы функцияның бiрiншi реттi дербес туындыларының анықтамасын 

бер. 

14. Дербес туындының физикалық мағынасы қандай? 

15. Бiрнеше айнымалы функцияның икемдiлiгi деп не аталады? 

16. Тура және қима икемдiлiк ұғымдары қандай жағдайларда қолданылады? 
17. Қандай тауарлар ӛзара ауыстырымды және ӛзара толықтырымды деп 

аталады? 

18. Кобба-Дуглас функциясындағы α және β параметрлерi икемдiлiкпен қалай 

байланысты және олардың мағынасы қандай? 

19. Екi айнымалы функцияның толық дифференциалы деп не аталады? 

20. Айқындалмаған функция туындысы қандай формуламен есептеледi? 

21. Екi айнымалы функцияның бағыт бойынша туындысының анықтамасын бер. 

22. Екi айнымалы функцияның градиентi деп не аталады? 
23. Екiншi және одан жоғары реттi дербес туындылар қалай анықталады? 

24. 24. М 0 (х0 , у0 ) нүктесiнiң аймағы дегенiмiз не? 

25. Екi айнымалы функцияның экстремумы дегенiмiз не? 

26. Қандай нүктелер экстремальды нүктелер деп аталады? 

27. Екi айнымалы функция экстремумының қажеттi шартын тұжырымда. 
28. Қандай нүктелер кризистiк немесе стационар деп аталады? 

29. Кризистiк және экстремальды нүктелер арасындағы байланыс қандай? 

30. Гессе анықтауышы деп не аталады? 
31. Екi айнымалы функция экстремумының жеткiлiктi шартын тұжырымда. 

 

1.3 Есептер шығару 

 

1 Функцияның анықталу облысын табыңыз 

1.1 z = ( x
3
 + 2 y )∙[ ln (-x) + ] 1.2 z   

x  y 

x 
2
  y 

2
 

+ cos x
2
 e 

y
 
–
 
x
 

1.3 z = cos ( y – x
2
 ) ln ( y – x) 1.4 z = cos ( x

2
 − y

2
 ) ∙ln ( x

2
 + y

2
 ) 

1.5 z  sin xy 1.6 z = ( 
1 
 

1 

x2 y3 
)∙sin ( x

2
 − y 

2
 ) 

 

1.7 z  
cos(x  y) 

x  y 
+ 3x

2
 + 7y

2
 
 

1.8 
  х 

z  (x2  y 2 )  е у1 · 

1.9 z  
1 

 
1
 - 2xy 1.10 z  

   x  y  

x
2
  y

2
 

1.11 z = ln ( y – x 
2
 ) + e 

x
 
/
 
y
 

2 Q =Qo шығарылым кӛлеміне сәйкес Q = f (x;y) ӛндірістік 

функциясының деңгей сызығын табыңыз 

2.1 Q = 

2.2 Q = 

–5, Q = 2 2.4 Q = 

– 1, Q = 2 2.5 Q = 

– 5, Q = 6 

– 6, Q = 3 

y 

x 
2
  y 

2
 

y 

19  5х
2
 у 49  2х

4
 у

2
 

1 2х
6
 у

2
 54  х

6
 у

3
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4 

 

2.3 Q = – 2, Q = 6 2.6 Q = – 5, Q = 3 

3 A(xo;yo) нүктесінде z = f (x;y) функциясы үшін: 
1) х айнымалысына қатысты дербес туындыны есептеңіз; 

2) у айнымалысына қатысты дербес туындыны есептеңіз. 
z = –3x

3
y

4
 + 

x
5 

– 3x – 2y + 9, 
 

3.1 
y 

x 4 

A(1;–1) 

3.2 z = –2x
4
y

3
 – 

y 4 
– x – 3y + 4, A(1; 1) 

 

3.3 z = 4x
2
y

4
 + 4 

x
 

y 2 
+ 4x + 3y + 5, A(-1; 1) 

 
3.4 z = –x

4
y

4
 + 

x 5 

+ 4x + 2y + 9, A(-1;-1) 
y 4 

 

3.5 z = –3x
2
y

4
 + 2 

x
 

y 2 

x 3 

+ 3x + y + 1, A(1; 1) 

3.6 z = 3x
2
y

2
 + 2 

y 2 
– 2x + 4y + 3, A(2; 2) 

4 A(xo;yo) нүктесінде z = f (x;y) функциясы үшін: 
1) х айнымалысына қатысты дербес туындыны есептеңіз; 

2) у айнымалысына қатысты дербес туындыны есептеңіз. 

4.1 z = 3x
6
y

8
 – x

3
y

7
 + + 2x

4 

, 

y3 A(1;-1) 

 

4.2 

 
4.3 

z = 2x
7
y

9
 

 
z =–2x

4
y

6
 

– 2x
3
y

8
 + 

2x
3 

, A(1 -1) 
y2 

+ x3y5 – 2x
5 

, A(1;-1) 
y 

4.4 z = 3x
3
y

7
 + 2y/ , A(1;-1) 

4.5 z =–2x
6
y

8
 + x

2
y

7
 – – 

x4 

y3 
, A(1;-1) 

5 A(xo;yo) нүктесінде z = f (x;y) функциясы үшін: 
1) х айнымалысына қатысты дербес туындыны есептеңіз; 

2) у айнымалысына қатысты дербес туындыны есептеңіз. 
 

5.1 
3x

2 
y 

z 
y  x

2
 

, A(2; 2) 
 

5.2 z   
2xy 

2x
2
  y

2
 
, A(1; 1) 

5.3 
x2 y3 

z  
3x  y 

xy
3
 

 
 

, A(1; 2) 5.4 

, 

z   
2xy 

2x  3y 
xy

2
 

 
 

, A(-1; 1) 

 , 
5.5 z 

y  2x
2
 

A(1; 1) 5.6 z  
x  y

2
 

A(2; 2) 

16  6х
3
у

3
 62  2х

3
у 

x 
y3 

x2 
x 

x 

x 

x 

x 
2 y 

x 

3 

5 

5 
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6 A(xo;yo) нүктесінде z = f (x;y) функциясы үшін: 
1) х айнымалысы бойынша дербес туындыны есептеңіз; 

2) у айнымалысы бойынша дербес туындыны есептеңіз. 

6.1 z = (xy – y)(5 sin x – cos x), A(0;-1) 

6.2 z = (2y + xy)(2 cos x + sin x), A(0; 1) 

6.3 z = (3y + xy)(2 sin x – 3 cos x), A(0;-3) 

6.4 z = (y + xy)(5 sin x – 2 cos x), A(0; 1) 

6.5 z = (y + xy)(5 sin x – 2 cos x), A(0;-1) 

 
7 A(xo;yo) нүктесінде z = f (x;y) функциясы үшін: 

1) х айнымалысы бойынша дербес туындыны есептеңіз; 

2) у айнымалысы бойынша дербес туындыны есептеңіз. 

7.1 z  e2x
3 
y 

2  
2x2 y 10 A(-1;-2) 

7.2 z = tg (–x5y2 + y + 6), A( 1;-2) 

7.3 z = sin (–x
3
y

3
 + 3x + 2), A( 2; 1) 

7.4 z = (–x
3
y

4
 + 2y – 2)

2
, A( 1; 1) 

7.5 z = tg ( x
5
y

2
 – x – 2y + 7), A(-1; 2) 

7.6 z = ( x
3
y

4
 – x + 1)

2
, A( 1;-1) 

7.7 z = ( 2x
2
y

2
 – 2y – 5)

2
 , A(-1;-1) 

7.8 z = (x
4
y

2
 – 2x – 2y)

4
, A( 1;-1) 

7.9 z = (x
3
y

2
 + 3x – 5)

3
, A( 1; 1) 

7.10 z = (x
4
y

3
 + 2x + 2y)

4
, A( 1;-1) 

 

8 A(xo;yo) нүктесінде z = f (x;y) функциясының толық 

дифференциалын есептеңіз, мұнда x және y белгілі 

8.1 z = (7y + x
6
)(7 ln x + e 

y
), A(1;0), x = -0.3, y = -0.3 

8.2 z = ( 5e 
y
 – 2 ln x )(6y + x

3
), A(1;0), x = 0.1, y = -0.2 

8.3 z = (3y + 6x
2
)(ln x – e 

y
), A(1;0), x = -0.3, y = -0.4 

8.4 z = (3y – 6x
2
)(ln x – 2e 

y
), A(1;0), x = -0.2, y = 0.4 

8.5 z = (x
6
 – 3y )(–3 ln x – e 

y
), A(1;0), x = -0.2, y = -0.1 

 

9 Толық дифференциал арқылы, х аргументі x азайған және 

у аргументі y артқан кезде z = f (x;y) функциясының мәні 

A(xo;yo) нүктесінде шамамен қалай ӛзгеретінін анықтаңыз 

9.1 
z = sin (11 – 3x – 2y

3
) нүктесінде 

A(3; 1), 

9.2 
z = tg (y

3
 – 4x – 13) нүктесінде 

A(-3;-1), 

9.3 
z = ln (y

4
 – 3x + 5) нүктесінде 

A(1;-1), 

x 0.1-ге, y 0.2-ге 

 

x 0.3-ке, y 0.3-ке 

 

x 0.1-ге, y 0.3-ке 
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2x  3 

2y 1 

 

Функцияның мәні шамамен қанша ӛзгереді? 

9.4 
 z  2ех

2
  у 5 х=2 0,2-ге ӛскенде және у =1 0,2-ге кемігенде 

9.5 
 z  4 sin (3x  y) х=1 0,05-ге кемігенде және у =3 на 0,1-ге ӛскенде 

9.6 
 

9.7 
 

z  ln(7x  y 17) 

 

z  2  e5y 

х= -3 0,6 -ге ӛскенде және у =5 на 0,2-ге кемігенде 

х=2 0,5-ге ӛскенде және у =0 на 0,1-ге ӛскенде 
 

10 Толық дифференциалды пайдаланып, z = f (x; y) функциясының 
A(x1;y1) нүктесіндегі мәнін шамамен табыңыз. 

10.1 z  x  ex 
2
 4 y 33 A (0.8; 8.3) нүктесінде 

10.2 z  x  e2x y
2
 13 A (6.1; 0.7) нүктесінде 

10.3 z  x  ex
3
 3y8 A (0.9; 2.7) нүктесінде 

10.4 

10.4 

z  4 

z  ex  y 
2
 5 

х=2,2 нүктесінде және у=1,3 

х=0,9 нүктесінде және у=2,1 

10.6 z  e3x х=0, 1 нүктесінде және у=4,3 

10.7 z  2 ln (4 y  x) х=2,9 нүктесінде және у=1,2 
 

11 A(xo;yo) нүктесінде z = f (x;y) функциясының толық 

дифференциалын есептеңіз 

11.1 

11.3 

z  x3 y2 , А (2; 1) 11.2 

z  х3  x 2 y 2 
, А (–1; 1) 11.3 

z  x3 у  хy2 , А (1; 2) 

z  2х 4  3xy 3 , А (–1; 1) 

11.4 

11.5 

z  x3  y3  3ху , А (1;2) егер Δх = –2, Δу = 2 5 

z  1  
2х 

, А (2; 1) егер Δх = 6, Δу = 2 
у 

 

12.1 –y – 6(x +1)y
3
 – 6x

2
 + 7 = 0, x = -1, x = 0.4 

12.2 7y + 5(x – 2)y
4
 – 8x

2
 + 8x + 2 = 0, x = 2, x = 0.1 

12.3 

12.4 

2y
3
 + 7(e

x
–1)y

4
 + 8x

2
 + 8x – 16 = 

0, 

–y + (6 – 6x)y – x
2
 + 3x – 4 = 0, 

x = 0, x = 0.1 

x = 1, x = 0.3 

12.5 –2y
5
 + 6y sin x + 4x

2
 + 4x + 2 = 0, x = 0, x = 0.2 

 

13 x = xo нүктесінде, айқын емес түрде берілген F(x;y) = 0 

теңдеуінің функциясының y = y(x) туындысын табу керек, және 

x x %-ға артқанда, у-тің мәні шамамен қанша пайызға 

ӛзгеретінін анықтау қажет. 

13.1 
2y + 3(x – 1)

3
 sin (8y + 3) – 2x

2
 = 

0, 

13.2 
6y – 8(x –2)

3
 ln (4y +15) – 2x

2
+2x 

– 8 = 0, 

x = 1, x = 0.5 % 

x = 2, x = 0.4 % 

х  2у 
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13.3 
2y + 7(x + 1)

3
 ln (3y + 14) – 6x

2
 + 

2 = 0, 
x = -1, x = 0.1% 

13.4 6y + 2(x – 1)
5
 e

8y
 – 6x

2
 = 0, x = 1, x = 0.4 % 

13.5 
3y + 4(x – 1)

3
 tg (3y +2) + 3x

2
 – 

9x+9 = 0, 
x = 1, x = 0.5 % 

 

14 x және y берілген кездегі z = f ( x; y ) функциясының A (xo; yo) 

нүктесіндегі екінші ретті дифференциалын есептеңдер. 

14.1 z = cos (7x – 2y +12),A(-2 ;-1), егер x = -0.4, y = 0.1 

14.2 z = cos (6–2x – 6y), A(-3 ; 2), егер x = 0.1, y = 0.3 

14.3 z = cos (10–3x – 4y), A(2 ; 1), егер x = -0.2, y = 0.4 

14.4 z = cos (3xy + 24), A(4 ;-2), егер x = -0.3, y = 0.1 

14.5 z = cos (–2xy – 12), A(-3 ; 2), егер x = 0.1, y = 0.4 

14.6 z = cos (–4xy – 12), A(-3 ; 1), егер x = 0.2, y = 0.4 

 
15 z = f ( x; y ) функцияны экстремумға зерттеу 

15.1 z = –3x
2
 – 5y

2
 – 4xy + 14x + 2y 

15.2 z = 3x
2
 + 8y

2
 – 4xy – 14x – 4y 

15.3 z = x
2
 – 5y

2
 – 2xy + 8x + 28y 

15.4 z = -4x
2
 – y

2
 – 2xy + 18x + 6y 

15.5 z = 7x
2
 – 3y

2
 – 8xy – 34x + 30y 

15.6 z  3xy  x 3  y 3 

 

16 z = f ( x; y ) функцияны экстремумға зерттеу 

16.1 z = x
3
 – 3x

2
 – 4y

2
 – 9x – 8y 

16.2 z = x
3
 – 9x

2
 – y

2
 + 15x – 2y 

16.3 z = 3x
3
 – 18x

2
 + y

2
 + 27x + 6y 

16.4 z = 3x
3
 – 27x

2
 + 5y

2
 + 72x + 20y – 14 

16.5 z = –2x
3
 + 6x

2
 + 4y

2
 + 18x + 24y + 41 

 

 
14-тақырып. Туындының экономикалық талдауда қолданылуы 

 

Дәрiс мақсаты: Студенттердi дифференциалдық есептеулер әдiсiмен 

экономикалық заңдылықтарды зерттеу мысалдарымен таныстыру. 

 

Дәрiс жоспары: 

1. Ӛндiрiстiң кемiмелi тиiмдiлiгi заңы. 
2. Кемiмелi пайдалылық заңы. 
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3. Ӛндiрiстiң тиiмдiлiк деңгейi туралы заң. 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 

 

Ӛндiрiстiң кемiмелi тиiмдiлiк заңы былай тұжырымдалады: өндiрiстi 

кеңейткенде қосымша пайдаланылған ресурстың әр бiрлiгiнен алынатын 

қосымша өнiм бiр сәттен соң кемидi. 

Q=f(x) – ӛндiрiстiк функция болсын, мұнда Q – ӛнiм шығару кӛлемi, х – 

пайдаланылған ресурс мӛлшерi. 

Сонда MQ(x)= f (x) - пайдаланылған ресурстың шектiк ӛнiмi, ол жуықтап 

алғанда қосымша пайдаланылған ресурс бiрлiгiнен алынған қосымша ӛнiмге Q 

тең, яғни х =1 болғанда MQ(x)  Q . 

Бұл заң бойынша барлық х  х0 үшiн MQ(x) – кемiмелi функция. Сонда х  х0 

болғанда MQ(x)  0 . Ендеше х  х0 болғанда MQ(x)  f (x)  0 болғандықтан f(x) 

– дӛңес. Егер Q  f  (x)  0 болса, онда ӛндiрiстiң тиiмдiлiгi кемидi. 

Кемiмелi пайдалылық заңы былай тұжырымдалады: алынатын тауардың 

мөлшерi артқан сайын әр қосымша жаңа тауар бiрлiгiнен алынатын қосымша 

пайдалылық кейбiр сәттен соң кемидi. 

U=U(x) –тұтынушының пайдалылық деңгейiнiң U алынатын тауар мӛлшерiне х 
тәуелдiлiгiн ӛрнектейтiн пайдалылық функциясы болсын. 

Сонда шектiк пайдалылық MU(x)=U (x) жуықтап алғанда, қосымша алынған 

тауар бiрлiгiнен тұтынушының қосымша алған пайдалылығына U 

болғанда MU(x)=U (x)  U . 

тең: х =1 

Сонда кемiмелi пайдалылық заңы бойынша шектiк пайдалылық кемiмелi 

функция, ендеше кез келген 

үшiн U(x) – дӛңес. 

х  х0 үшiн MU(x)  U (x)  0 . Онда  кез келген х  х0 

Анықтама. Пайда ең кӛп алынатын ӛнiм кӛлемi өндiрiстiң тиiмдi деңгейi деп 
аталады. 

Бiр немесе бiрнеше ресурс пайдаланып фирма Q, мӛлшерде бiр түрлi ӛнiм 

шығарсын. 

Анықтама. Пайдаланылған барлық ресурстың қосынды құны С(Q) ӛндiрiстiң 

жалпы шығыны деп аталады. 

Анықтама. Ӛндiрiлген ӛнiмдi нарық бағасы Р бойынша ӛткiзуден фирманың 

алатын сомасы R фирманың жалпы табысы деп аталады: 

R=R(Q) – жалпы табыс функциясы. 
R=PQ болған жағдайда. Онда фирманың пайдасы П(Q)=R(Q)-C(Q). Туынды 

кӛмегiмен пайда функциясын максимумге зерттеймiз: 

П(x)  R(Q)  C(Q) = MR(Q) - MC(Q). 

Егер MR>MC болса, онда қосымша табыс қосымша шығыннан артық, сондықтан 

ӛнiм шығаруды арттырған жӛн. 

Егер кез келген Q  0 үшiн MR>MC болса, онда 

үшiн П(Q)- ӛспелi функция. 

П(Q)  0 . Ендеше кез келген Q  0 
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0 

 

Егер кез келген Q  0 үшiн MR<MC болса, онда П(Q)  0 . Ендеше кез келген Q  0 

үшiн П(Q)- кемiмелi функция, сондықтан ӛнiм шығаруды кемiткен жӛн. 

Q=Q0>0 ӛнiм шығару кӛлемiнде пайда максимумге жетсiн, яғни Q0 өнiм 

шығарудың тиiмдi көлемi ( өндiрiстiң тиiмдi деңгейi). 

Егер фирма ӛнiм шығарудың тиiмдi кӛлемiн шығарса, яғни пайдасын 

максимумге жеткiзсе, онда фирма тепе-теңдiк күйде деп аталады. 

Q0 –П(Q) функциясының максимум нүктесi, сондықтан ол кризистiк болады. 

Ендеше П(Q)  0 . MR(Q0) - MC(Q0) = 0. Бұдан MR(Q0) = MC(Q0) (1). (1) теңдiк 

өндiрiстiң тиiмдi деңгейi туралы заңды ӛрнектейдi. 

Екi жағдайды қарастыралық: 

1) Ӛндiрушi фирма монополия болсын. Бұл жағдайда баға мен фирманың ӛнiм 

шығару кӛлемiнiң байланысы сұраныс функциясына сәйкес анықталады: 

Q  D(x)  P  D
1

(Q) - сұраныс бағасының функциясы. Сонда фирма табысы 

R(Q)  D
1

(Q)  Q . Бұл жағдайда ӛнiм шығарудың тиiмдi кӛлемiн анықтау үшiн 

мына шарттарды қолдану қажет: 

MR(Q0) = MC(Q0) (2) MС(Q0 ) > M R (Q0) (3). 

 
2) фирма бақталастық жағдайда болсын (мүлдем бақталастық). Бұл жағдайда 

фирма ӛнiмiнiң бағасын фирма анықтайды және ол тұрақты болады Р – const. 

Сонда R(Q )=PQ, МR(Q )=P, M R (Q0) =0. 

(2) МR(Q )=P 

(3)  MС(Q ) >0 

Бұл бақталастық фирманың тепе-теңдiк шарты. 

 

1.2 Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар 

 

1. Қандай функция ӛндiрiстiк деп аталады? 

2. Пайдалылық функциясының мағынасы қандай? 
3. Ӛндiрiстiң тиiмдi деңгейi деп не аталады? 

4. Ӛндiрiстiң кемiмелi тиiмдiлiк заңынан ӛндiрiстiк функцияның қандай 

сипаттамасы шығады? 

5. Кемiмелi пайдалылық заңы мен функция графигiнiң формасы қалай 

байланысты? 

6. Ӛндiрiстiң жалпы шығыны функциясы қалай анықталады? 
7. Фирманың жалпы табысы деп не аталады? 

8. Фирманың пайдасы қалай анықталады? 

9. Фирманың тепе-теңдiк күйiн қалай түсiнесiңдер? 
10. Ӛндiрiстiң тиiмдi деңгейi шартының қажеттi және жеткiлiктi шарттары 

қандай? 



91 
 

4x  1 

 

1.3 Есептер шығару 

 

1 Ӛндірілген ӛнім бірлігінің бағасы P=P0 ақша бірлігі болсын, ал 

фирманың жалпы шығындар функциясы C=C(Q). Ӛнімнің оңтайлы 

кӛлемін және кәсіпорынның максималды пайдасын табыңыз 

1.1 

1.3 

1.5 

1.7 

1.9 

Р  24 , 

Р  20 , 

Р  8, 

Р  6 , 

Р  18 , 

С(Q)  3Q2 1 

С(Q)  5Q2  3 

 
С(Q)  2Q2  5 

 
С(Q)  Q 2  7 

С(Q)  3Q 2  5 

1.2 

1.4  

1.6 

1.8 

1.10 

Р  8, 

Р  20 , 

Р  6 , 

Р  7 , 

Р  9 , 

С(Q)  Q 3  3Q 2  4Q  1 

С(Q)  Q3  3Q2  11Q  11 

С(Q)  
1 

Q
3
  Q

2
  3Q  2 

3 

С(Q)  Q3  3Q2  7Q  1 

С(Q)  Q3  7,5Q2  21Q 

 

2 Q = f (x) фирманың ӛндірістік функциясы болсын. Кәсіпорын 

ӛнімдерінің бағасы P = P0 ақша бірлігі, ал пайдаланылған ресурс 

бірлігінің бағасы r = r0 ақша бірлігі болса, компанияның максималды 

пайдасын табыңыз. 

2.1 

2.2 

Q  3 

Q  4 

, P = 4, r =2 

, P = 6, r =3 

2.3 Q(x)   1 P = 5, r =2 

2.4 Q(x) 
P = 

10, 
r =3 

2.5 
 

Q(x) 
16x 

x  1 
P = 4, r =1 

2.6 Q(x)  x(10  x), 0  x  5 P = 2, r =4 

2.7 Q(x)  
  2x  

 
x  2 

P = 

16, 
r =4 

2.8 Q(x)  3x(14  x), 0  x  7 P = 1, r =6 
 

2.9 Q  15х  х2 фирманың ӛндірістік функциясы болсын, мұндағы 

 

 

 

 

 

2.10 

х – пайдаланылған ресурс саны және фирма ӛнімдерінің 

бағасы 2 ақша бірлігіне, ресурс бірлігінің бағасы 10 ақша 

бірлігіне тең болсын. бірлік Фирманың тепе-теңдік күйіндегі 

ӛнімін табыңыз 

 
Q  8х  х2 фирманың ӛндірістік функциясы болсын, мұнда x – 

пайдаланылған ресурс саны және фирма ӛнімдерінің бағасы 

Р  1ақша бірлігіне тең болсын, ал ресурс бірлігінің бағасы 

r  4 ақша бірлігіне тең болсын. Тепе-теңдік кездегі 

фирманың шығындарын табыңыз 

х 

х 

3x  2 
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x   y y x 

x   y y x 

x   y y x 

x   y y x 

x   y y x 

 

 

3 Бәсекелес фирма Q1 және Q2 мӛлшерде екі түрлі тауар ӛндіреді және 

оларды P1 және P2 бағамен сатады. Фирманың жалпы шығын 

функциясы C = C (Q1 ;Q2 ) түрінде берілген. Тӛмендегілерді табу қажет: 
1) ӛнімнің оңтайлы шығару кӛлемін (Q1=?, Q2=?), 
2) фирманың тепе-теңдік жағдайындағы табысын, 
3) фирманың тепе-теңдік жағдайындағы шығындарын, 
4) фирманың максималды пайдасын. 

3.1 P1 = 10, P2 = 17, C = 3Q1
2
 + Q1Q2 + 2Q2

2
 + 22 

3.2 P1 = 14, P2 = 16, C = 2Q1
2
 +2Q1Q2 + 2Q2

2
 + 18 

3.3 P1 = 9, P2 = 25, C = 3Q1
2
 + Q1Q2 + 4Q2

2
 + 15 

3.4 P1 = 10, P2 = 16 C = Q1
2
 +2Q1Q2 + 2Q2

2
 + 19 

3.5 P1 = 10, P2 = 20, C = 2Q1
2
 +2Q1Q2 + 3Q2

2
 + 21 

 

Сұраныс функциясы X тауарына Q = Q (Px; Py; I) түрінде берілсін және 
4 X пен Y тауарларының бағалары және тұтынушының табысы I белгілі 

болсын: Px, Py, I. Тӛмендегілерді табу қажет: 
1) сұраныстың баға бойынша тікелей икемділігі; 
2) сұраныстың баға бойынша қима икемділігі; 
3) сұраныстың табыс бойынша икемділігі; 

және анықтау қажет: 
4) X тауарына сұраныс икемді, бейтарап, икемді емес болып табылады 

ма; 
5) X және Y тауарлары ӛзара алмастырылатын, толықтыратын болып 

табылады ма; 
6) X тауары сапалы, тӛмен сапалы болып табылады ма; 
7) X тауарына сұраныс кӛлемі X тауарының бағасы r %-ға азайғанда, Y 

тауарының бағасы s %-ға артқанда және тұтынушының табысы I h %- 

ға азайғанда сұраныс кӛлемі шамамен қанша пайызға ӛзгереді? 

4.1 Q = 21 – 3P P + P I + 2P I 4, 
Px = 2, Py = 4, I = 1, r =0.2, s =0.1 , h 

=0.1 

4.2 Q = 10 + 2P P + 5P I  – P I 3 , 
Px = 5, Py = 2, I = 2, r =0.4, s =0.5 , h 

=0.6 

4.3 Q = 31 – 3P P – 3P I + P I 4, 
Px = 4, Py = 2, I = 1, r =0.4, s =0.5 , h 

=0.6 

4.4 Q = 2P P + 2P I – 3P I 2, 
Px = 5, Py = 5, I = 2, r =0.2, s =0.4 , h 

=0.6 

4.5 Q = 12 + 3P P + 2P I – 2P I 3, 
Px = 2, Py = 4, I = 2, r =0.5, s =0.3 , h 

=0.4 
 

5 Сұраныс функциясы Q = D(P; I) түрінде берілсін. Берілген P бағамен 

және тұтынушының I табысы жағдайында келесіні тап: 
1) сұраныстың баға бойынша икемділігін; 
2) сұраныстың табыс бойынша икемділігін табу қажет және: 
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3) тауарға сұраныс икемді, бейтарап, икемсіз болып табылады ма 

екенін анықтау қажет; 
4) тауар сапалы, тӛмен сапалы болып табылады ма? 
5) баға r%-ға артқанда және табыс h%-ға азайғанда тауарға сұраныс 

кӛлемі шамамен қанша пайызға ӛзгеретінін анықтау. 

5.1 Q = (8 – 3·I 
5
)/(2 + P

2
 – 2·I ), P= 1, I = 1, r=0.2, h=0.2 

5.2 Q = (6 – P + 2·I 
5
)/(P – 5 + 3·I ), P= 3, I = 1, r=0.5, h=0.4 

5.3 Q = (9 + 4P – 5·I 
4
)/(P – 6 + 3·I ), P= 4, I = 1, r=0.5, h=0.4 

5.4 Q = (1 + 2P
4
)/(3·I – 6 + 2P), P= 2, I = 1, r=0.5, h=0.2 

5.5 Q = (8 + P
4
)/(7 + 2P – 2·I ), P= 2, I = 5, r=0.5, h=0.6 

 

15-тақырып. Анықталмаған интеграл. Анықталған интеграл 

 

Дәрiс мақсаты: Студенттердi интегралдық есептеудiң негiзгi ұғымдарымен 

және әдiстерiмен таныстыру. Геометриялық және экономикалық сипатты 

есептердi шешкенде интегралдық есептеулер аппаратының қолдану 

мүмкiншiлiктерiн кӛрсету. 

 

Қарастырылатын сұрақтар тiзiмi: 

1. Алғашқы функция және анықталмаған интегралдың анықтамалары. 

2. Анықталмаған интегралдың негiзгi қасиеттерi. 

3. Негiзгi интегралдардың кестесi. 

4. Интегралдаудың негiзгi әдiстерi. 

5. Анықталған интегралдың анықтамасы. 

6. Анықталған интегралдың негiзгi қасиеттерi. 
7. Ньютон-Лейбниц формуласы. 

8. Негiзгi интегралдау әдiстерi. 

9. Анықталған интегралдың геометрияда және экономикада қолданылуы. 
10. Меншiксiз интегралдар. 

 

1.1 Негізгі теориялық мәлімет 

 

Анықтама. Егер Х аралығының әрбiр х нүктесiнде 

 

F(x) 




f (x) 

 

 
теңдiгi 

орындалса, онда осы аралықта F (x) функциясы f (x) 

функциясының алғашқы функциясы деп аталады. 

Алғашқы функцияның негiзгi қасиетi былай тұжырымдалады: егер 

 

F (x) 

функциясы f (x) функциясына алғашқы функция болса, онда F (x) +С 

функциясы да кез келген С үшiн f (x) функциясына алғашқы функция болады. 

Анықтама. f (x) функциясының Х аралығындағы барлық алғашқы 

функцияларының жиынтығы f (x) функциясының анықталмаған 

интегралы деп аталады және  f (x)dx деп белгiленедi, мұнда  - 
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1  x 
2
 

x 
2
  



x a 







x 

 

интеграл белгiсi, f(x)- интеграл астындағы функция, f(x)dx- интеграл 

астындағы ӛрнек. 

 f (x)dx = F (x)  C 

Функциядан анықталмаған интеграл табу амалы осы функцияны интегралдау 
деп аталады. 

 
Анықталмаған интегралдың қасиеттерi: 

1.  f (x)dx  f (x) ;  f (x)dx  f (x)  C ; мұнда С – еркiн тұрақты. 

2. d  f (x)dx f (x)dx ; 

3.  dF(x)  F (x)  C 

4. C  f (x)dx  C   f (x)dx , мұнда С- тұрақты шама. 

5.  f1(x)  f2 (x)dx   f1(x)dx   f2 (x)dx . 
 

Негiзгi интегралдар кестесi: 

1.  x
a
 dx 

xa1 

 

 

a  1 
 C, (a  1) ; 

2. dx 
 ln x  C ; 

x 

3. a dx  
ln a 

 C 

4. e
x
dx  e

x
  C ; 

(a>0, a  1); 

5. sin xdx  cos x  C ; 

6. cos xdx  sin x  C ; 

7.    dx 
 tgx  C ; 

cos2 x 

8.    dx   
 ctgx  C ; 

sin2 x 

9. 
   dx 

 arcsin x  C ; 

10.  dx 

1  x 
2
 
 arctgx  C ; 

11.  dx 

x 
2
  a 

2
 
 

1 
ln 

2a 
 С ( a  0 ); 

12. 
 dx 

 ln x 

13.   dx 
 arcsin

 х 
 C ; 

а 

 C ;

14.  
dx 

 
1 

arctg 
х 
 C 

 
   

( а  0 ). 

 а 2  x 2 а а 

x  a 

x  a 

x 
2
  

а 
2
  x 

2
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Интегралдаудың негiзгi әдiстерi. 

Негiзгi интегралдар кестесiн тiкелей қолданып және анықталмаған 

интегралдар қасиеттерi кӛмегiмен интегралдарды есептеу тiкелей интегралдау 

деп аталады. 

 

Мысалы: интегралдарды есептеу 
 

 

 

 
 

 f ( (t)) (t)dt интегралын 
 f ((t))d(t) түрде жазуға болады. Мұндай 

түрлендiру дифференциал таңбасы астына енгiзу арқылы интегралдау деп 

аталады. 

Мысалы: а) cos(x
5
 )5x 

4
dx ; б) 

2xdx   
интегралдарды есептеу 

1  x 4 

Шешімдері: а) cos(x5 )5x4dx  cos(x5 )d (x5 )  sin( x5 )  C  sin x5  C 

б)  
2xdx 

1  x 4 
  

d (x 2 ) 

1  (x 2 )2 
 arctg (x 2 )  C  arctg x 2  C 

Кӛп жағдайларда интегралдаудың жаңа айнымалысын енгiзу берiлген 

интегралды кестедегi интегралға келтiруге мүмкiндiк бередi. Бұл әдiс орнына 

қою немесе айнымалыны ауыстыру әдiсi деп аталады. x  (t) болсын. Бұдан 

dx  (t)dt . Сонда 
 f (x)dx   f ((t))(t)dt (1) 

Мысал.  cos(x5 )5x 4dx интегралын есептеу: 

Шешімі: u = x 
5
 ауыстыруды қолданайық. Сонда du = 5x 

4
dx болғандықтан 

 

 cos(x5 )5x4dx   cos u du  sin u  C  sin x5  C 

Мысал. 
2xdx 

интегралын есептеу: 
1  x 4 

шығады. 

Шешімі: u = x 
2
 ауыстыруды қолданайық. Сонда du = 2x dx болғандықтан 

 


 2xdx 

   2xdx 


  du    
 arctg u  C  arctg x 2  C шығады 

1  x 
4
 1  (x 

2
 )

2
 1  u 

2
 

Орнына қою әдiсiнен дербес жағдайда мына ереже шығады: егер 

 f (u)du  F (u)  C болса, онда f (ax  b)dx  
1 

F (ax  b)  C . 
a 

Мысалы. а) 
 2xdx ; б) 

x 2  5 

cos(3x 1)dx ; в) 
dx 

интегралдарын есептеу: 
7x  2 

Шешімі: а) 
 2xdx 

 ln x 2  5  C ; б) 
x 2  5 

cos(3x  1)dx  
1 

sin(3x  1)  C ; 
3 
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n 

 

в) 
  dx 

 
1 

ln 7x  2  C 

7x  2 7 
 

Дифференциал таңбасының астына енгiзу айнымалыны ауыстыру әдiсiнiң 

бiр iске асуы. 

Интегралды udv  uv   vdu (2) формуласымен табу бөлiктеп 

интегралдау әдiсi деп аталады, мұнда u=u(x), v=v(x) – үзiлiссiз 

дифференциалданатын х –ке тәуелдi функциялар. 

Р(х) кӛпмүшелiк болатын  P(x)e
x

 dx ,  P(x) sin xdx ,  P(x) cosxdx түрiндегi 

интегралдар үшiн u деп Р(х), ал dv деп сәйкес e
x

dx , sinxdx , cosxdx 

ӛрнектердiң бiрi алынады.    P(x) ln xdx ,  P(x) arcsin xdx ,  P(x) arccos xdx түрiндегi 

интегралдар үшiн u деп сәйкес lnx, arcsinx, arccosx функцияларының бiрi, ал dv 
деп Р(х) dх ӛрнегi алынады. 

 

Мысал.  xexdx интегралын есептеу: 

Шешімі: x = u, e 
x
 dx = d v, болсын. Сонда du = dx, v = ∫e 

x
 dx = e 

x
 . (2)-ші 

формула бойынша келесі шығады: 
 

 
Анықталған интеграл 

f (x) функциясы a, b кесiндiсiнде анықталған және шектелген болсын 

және a  x0  x1  ...  xn   b нүктелерi осы кесiндiнi n элементар кесiндiлерге 

бӛлсiн.  Әрбiр xi1 , xi  элементар кесiндiсiнен  сi нүктесi таңдап алынсын. Сонда 
 

 

Sn   
i1 

f (ci )(xi  xi1

 

 

) 
i1 

f (ci )xi 
(3) қосынды f (x) функциясының a, b кесiндiдегi 

интегралдық қосындысы деп аталады. 

 

Анықтама. (3) интегралдық қосындының 

 

 
max x 
1in 

 
 

нольге ұмтылғандағы шегi 

бар, ақырлы және х1 , х2 ,... нүктелерi мен с1 , с2 ,... нүктелерiн таңдау тәсiлiнен 

тәуелсiз болсын. Сонда бұл шек f (x) функциясының a, b
b 

кесiндiсiндегi 

анықталған интегралы деп аталады және  f (x)dx 
a 

деп белгiленедi, ал y  f (x) 

функциясы a, b кесiндiсiнде интегралданатын деп аталады, яғни 
b 

 f (x)dx 


lim  f (ci )xi (4). 
a 

maxxi 0 
i1

 

Мұнда а саны интегралдаудың төменгi шегi, ал b саны жоғары шегi деп 

аталады. 

n n 

i 
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a a 

 

Анықталған интегралдың негiзгi қасиеттерi: 
b a 

1.  f (x)dx   f (x)dx ; 
a b 

a 

2.  f (x)dx  0 ; 
a 

b c b 

3.  f (x)dx   f (x)dx   f (x)dx ; 
a a c 

b b 

4. Cf (x)dx  C   f (x)dx , где С – тұрақты. 
a a 

b b b 

5.  f1 (x)  f 2 (x)dx   f1 (x)dx   f 2 (x)dx 
a 

 

 

Егер 

 

f (x) 

a 

 

функциясы a, b
b 

a 

 

 

кесiндiсiнде үзiлiссiз болса, онда ол осы 

a 

кесiндiде интегралданады және f (x)dx  F (x) |
b
 

a 

 F (b)  F (a) (5) – Ньютон- 

Лейбниц формуласы, мұнда F (x) функциясы f (x) функциясының a, b
кесiндiсiндегi алғашқы функциясы. 

 

Мысал. 
2 

dx 1   2 1 1 1 
 

 2  
 ( 

x 
) |1   ( 

2
)  (  )  

2
 

 

 

Интегралдаудың негiзгi әдiстерi. 
 

Теорема. Мына шарттар орындалсын: 

1) f (x) функциясы a, b кесiндiсiнде үзiлiссiз; 

2)  ,   кесiндiсiнде x  (t) функциясы ӛзiнiң (t) туындысымен бiрге 

үзiлiссiз; 
3) a  ( ) , b  ( ); 

4) f ((t)) функциясы  ,  




кесiндiсiнде анықталған және үзiлiссiз. Сонда 

b 

 f (x)dx   f ((t)) (t)dt (6). 
a 

(6) формула анықталған интегралда айнымалыны ауыстыру формуласы деп 

аталады. 

 

Теорема. u=u(x) және v=v(x) функцияларының [a,b] кесiндiсiнде үзiлiссiз 
 

туындылары болсын. Сонда 
 

. 

b b 

 udv  uv 
b
 

a a 

 

vdu (7) , мұнда uv 
b
  u(b)v(b)  u(a)v(a) 

1 x 1 
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(7) формула анықталған интегралдың бөлiктеп интегралдау формуласы деп 

аталады. 
е 

Мысал.  x ln xdx 
1 

 

интегралын есепте: 

 
dx x

2
 

Шешімі: u=lnx, dv=xdx. du  , 
x 

v  аламыз 
2 

 

болады 
 

Анықталған интегралдың геометрияда және экономикада 

қолданылуы. 

Егер үзiлiссiз қисық тiк бұрышты координаталарда y  f (x) ( f (x)  0 ) 

теңдеуiмен берiлсе, онда осы қисықпен, x=a, x=b нүктелерiндегi вертикаль 

түзулерiмен және абсциссалар осiнiң a  x  b кесiндiсiмен шектелген қисық 
b 

сызықты трапецияның ауданы S   f (x)dx 
a 

формуламен анықталады 

(анықталған интегралдың геометриялық мағынасы). 

Егер S ауданы екi үзiлiссiз y  f1 (x) , y  f 2 (x) қисықтармен, мұнда a  x  b 

болғанда 
b 

f1 (x)  f 2 (x) және x=a және x=b вертикальдарымен шектелген болса, 

онда S   f 2 (x)  f1 (x)dx (1сурет). 
a 

 

 
 

Мысал. y = x 
2
 – 2x, y = 4x – x 

2
 сызықтармен шектелген фигураның ауданын 

есептеңіз 

Шешімі: Осы теңдеулердің оң жақтарын теңестіре отырып, кӛрсетілген 

қисықтардың қиылысу нүктелерінің абсциссаларын табамыз: x1 = 0, x2 = 3. 
 



99 
 

  

 

Сондықтан, y  f (x)  0 үзiлiссiз қисығымен және x=a, x=b (a<b), у=0 

түзулерiмен шектелген қисық сызықты трапецияның Ох осiнен айналуынан 
b 

пайда болған дененiң кӛлемi мынаған тең: V    f 2 (x)dx 
a 

x  g( y)  0 үзiлiссiз қисығымен және у=a, у=b (a<b), x=0 түзулерiмен 

шектелген қисық сызықты трапецияның Оу осiнен айналуынан пайда болған 

дененiң кӛлемi мынаған тең: 

 

 
y  f (x) 

b 

V    g 2 ( y)dy . 
a 

қисығының абсциссалары x=a және x=b болатын нүктелерiмен 

шектелген доғасының ұзындығы l мына формуламен анықталады: 
 

b    

l  
a 

1   f (x)2 
dx . 

y  f (x) қисығының абсциссалары x=a және x=b болатын нүктелерiмен 

шектелген бӛлiгiнiң Ох осiнен айналуынан пайда болған беттiң ауданы мына 
 

b    

формуламен анықталады: Sx  2 
a 

f (x) 1   f (x)2 
dx . 

Егер f(t) уақыттың t моментiндегi еңбек ӛнiмдiлiгiнiң ӛзгерiсiн 

сипаттайтын функция болса, онда [0,T] уақыт аралығындағы ӛндiрiлген ӛнiм 
T 

кӛлемi Q   f (t)dt 
0 

болады. 

Егер Кобба-Дуглас функциясында еңбек шығыны уақытқа сызықты 

тәуелдi, ал капитал шығыны тұрақты деп есептесек, онда 
 

T 

Q  ( t   )et dt 
0 

 

Меншiксiз интегралдар. 


Егер f (x) функциясы x  a,

b 

болғанда үзiлiссiз болса, онда  f (x)dx 
a 

меншiксiз интегралы деп lim 
b f (x)dx 

a 

аталады. Егер бұл шек бар және ақырлы 

болса, онда интеграл жинақты деп аталады. Керi жағдайда интеграл жинақсыз 
b 

болады.  f (x)dx 




және  f (x)dx 


интегралдары да осылайша анықталады: 

b b  с b 

 f (x)dx  lim 
a

f (x)dx ; f (x)dx = lim 
a

f (x)dx  lim 
b f (x)dx . 

 a  a с 
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 dx 

Мысал. а) 
1 

2 ; б) 
1 

интеградарын есепте 

 

 
 

а) 
 

яғни меншіксіз интеграл 1-ге жинақталады 

 

б)  

1.2 Өзін-өзі тексеруге арналған сұрақтар 

1. Алғашқы функцияның анықтамасын бер. 

2. Берiлген функцияның анықталмаған интегралы деп не аталады? 

3. Анықталмаған интегралдың негiзгi қасиеттерi қандай? 

4. Негiзгi интегралдардың кестесiн жаз. 

5. Негiзгi интегралдау әдiстерi қандай?. 

6. Айнымалыны ауыстыру арқылы интегралдау әдiсiнiң мағынасы неде? 

7. Анықталмаған интегралда бӛлiктеп интегралдау формуласын жаз. 
8. Анықталған интеграл ұғымына келтiретiн есеп қандай? 

9. y  f (x) функциясының a;b кесiндiсiнде интегралдық қосындысы деп не 
аталады? 

10. 10. y  f (x) функциясының a;b кесiндiсiнде анықталған интегралы деп не 

аталады? 

11. Анықталған интегралдың негiзгi қасиеттерiн тұжырымда. 

12. Ньютон-Лейбниц формуласын жаз. 

13. Анықталған интегралда айнымалыны ауыстыру формуласын жаз. 

14. Анықталған интегралда бӛлiктеп интегралдау формуласын жаз. 

15. Анықталған интегралдың геометриялық мағынасы қандай? 

16. Тiк бұрышты координаталар жүйесiнде жазық фигураның ауданы қалай 

есептеледi? 

17. Жазық фигураның Ох осiнен айналуынан пайда болған дененiң кӛлемiн қалай 

есептеуге болады? 

18. [0,T] уақыт аралығында ӛндiрiлген ӛнiм кӛлемi қалай табылады? 

19. Қандай интегралдар меншiксiз деп аталады? 

20. Меншiксiз интегралдар қалай есептеледi? 

21. Қандай жағдайда меншiксiз интеграл жинақты немесе жинақсыз болады? 

dx 

x x 
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x 





1 





 



2 

 

1.3 Есептер шығару 

 

1. Анықталмаған интегралды есептеңіз: 
 

1.  (6х 2  8х  3)dx 

2.  (12х5  8х3  3x  2)dx 

7.  (10х4  9х2  8x  3)dx 

8.  3 (х  1) 2 dx 
3. x 

2
 (x

3
  1)dx 9. 

x  3 
  dx x 

4. x 2 (2  
1 

)dx 
x 10. 

3x
4
  5x  2x 

x2 
 2

dx
 

5.  x (x  2)dx    x  1 

6. 
2x

3
  3x  x 

x2 

x  7
dx

 11.  dx 

 

2. Анықталмаған интегралды есептеңіз: 

1. 
dx 2. 

 
 

dx 3. 





  dx  4.      dx  5. 
 5dx   

 
x

6 
 

32  x 2 х 
2
  4 sin2 x 

 

3. Анықталмаған интегралды есептеңіз: 
 

1.  (
3
x  1) dx 2. 

x 
2
  1 

dx 
x  1 

3. 
   x  2

dx
 

x 

4.  (x  x) )dx 

 

4. 
Анықталмаған интегралды есептеңіз: 

 

1.  cos(2x  3)dx 

5.  4e
4x1

dx 

2.  e
12x 

dx 

6. sin(3  5x)dx 

3.    dx 
4.

 

3x  1 

7.   dx  
cos

2
 3x 

dx 
 

 

2x  3 

 

5. Функциялардың анықталмаған интегралын есептеңдер: 

 

1. y = 8x/(x
2
 – 6) 2. y = 15x

4
/(–x

5
 + 8) 

3. y = 4x/(–x
2
 – 1) 4. y = 14x/(–x

2
 + 2) 

5. y = 6 sin x/(2 cos x – 7) 6. y = 12 sin x/(5 – 4 cos x) 
7. y = –30 e 

x
 / (2 e

x
 + 3) 8. y = 30 e 

x
/ (6 – 5 e

x
) 

 

6. Берілген түрдегі анықталмаған интегралды есептеңдер: 

1. [6 sin(2x) – 8 cos(–x/2)]dx 2. [8 sin(–8x) – 8 cos(x/8)]dx 

3. [9 sin(3x) – 3 cos(–x/3)]dx 4. [–3 sin(–3x) – 9 cos(x/3)]dx 

x 

4  x 
2
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 2  

х x 

 

5. [12 sin(–2x) – 2 cos(x/2)]dx 6. [12 sin(4x) + 8 cos(–x/4)]dx 

 

7. Анықталмаған интегралды есептеңіз: 
 

1.  
2x 

dx 
x 

1 2. 
x5dx 

 
 

7  x 6 

3.    1   
dx

 

x  2 
4.   cos xdx   

3  4 sin x 

5. (x 
2
  1)dx 6.   2 

dx
 7. 

   xdx  8. 
  (x 1)dx   

 
x

3
  3x  2 

 
4x  3 2  3x 

2
 x

2
  2x  7 

 

8. Бӛліктеп интегралдау әдісі бойынша анықталмаған интегралды 

есептеңіз: 
 

1.  x cos xdx 2.  x
3
 ln xdx 3.  (3x  2)е

х
dx 

4.  (4x 1) e 
x
 dx 5.  x sin(2x 1)dx 6.  (1 x) cos xdx 

7. (7x – 2) sin x dx 8. (4x + 5) sin x dx 9. (9x – 4) cos x dx 

10. (8x + 6) cos x dx 11. (7x – 4) e
x
 dx 12. (5x + 1) e

x
 dx 

 

9.Анықталған интегралды есептеңіз: 
1 

1.  (3x 
2
  4x)dx 

1 

2. 
1 

 (3x 
2
  5)dx 

1 

0 

3.  (3x 
2
  4x  4)dx 4. 

2 

 (3x 
2
  4x  3)dx 

2  0 

0 

5.  (3x 
2
  4x  3)dx 6. 

2 

 (3x 
2
  2x  2)dx 

1  1 

2 

7.  (3x 
2
  4x  1)dx 8. 

2 

 (6x 
2
  2x  1)dx 

1  1 

 

9. Анықталған интегралды есептеңіз: 
3 

1.  x 
2
 (x  3)dx 

1 
1 

1 

2.  4x 
2
 (x  3)dx 

0 

1 

3.  x(6x  4)dx 
0 

4.  3x 
2
 (x  2)dx 

1 
2 

1 
2 

х 
2 
 2x 

5.  х  (3  ) dx 
0 

1    

6.  dx 
1 






7.  5х  х dx 

0 

2 

8.  cos xdx 
0 
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x x 

3х  5 

0 1 

3 

e e 

x x 

 
4 

2dx 
4 

x 
2 
 2x  1 

9.  2
 

1 x 






2 

10. 
2 






2 

x  1 
dx

 

11.  (2 sin x  7) cos xdx 
0 

12.  (3  2 cos x) sin xdx 
0 

 

10. Анықталған интегралды есептеңіз: 
1 

1.  (5x 
6
  4 

0 
1 

 

x )dx 

1 

2.  (5x 
6 

 4 
0 
1 

 

x )dx 

3.  (2  5x 
6
 ) 

0 

xdx 4.  (3x
3
  8) 

0 

xdx 

 

11. Анықталған интегралды есептеңіз (айнымалыны ауыстыру әдiсi): 
5
  dx 3 

1.  х  1 
3 

2.  е
х1dx 

1 
1 

3. 
 е

3х dx 
0 

4.  
dx 

2 
1 

dx 
3 

dx 

5.
  3х 1 

6.  
(2х 1)2

 

 

13. Анықталған интегралды есептеңіз (бӛліктеп интегралдау әдісі): 
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1 0 

 

14.Меншіксіз интегралды есептеңіз: 
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Қортынды 

 

Математика кӛптеген экономикалық теориялар мен модельдердің негізінде 

жатқан іргелі ғылым болып табылады. Математикалық әдістерді және олардың 

қолданылуын терең түсінбей, экономикалық деректерді тиімді талдау, нарықтың 

дамуын болжау, бизнес-процестерді оңтайландыру және негізделген 

басқарушылық шешімдер қабылдау мүмкін емес. 

Экономикадағы математика бойынша оқу-әдістемелік құрал студенттердің 

математикалық әдістер мен олардың экономикалық қызметте қолданылуы 

туралы терең және жан-жақты білім алуына бағытталған. Бұл құралда 

қарастырылған тақырыптар математикалық концепциялардың кең ауқымын 

қамтиды, қарапайым арифметикалық операциялардан бастап, экономикалық 

деректерді талдау және шешім қабылдау үшін қажетті күрделі модельдер мен 

алгоритмдерге дейін. 

Құралдың негізгі мақсаты – студенттердің экономикалық процестерді 

математикалық модельдеу дағдыларын, сондай-ақ математикалық әдістерді 

экономикадағы практикалық міндеттерді шешуде қолдану қабілетін дамыту. 

Құрал жүйелі ойлау мен аналитикалық қабілеттерді қалыптастыруға 

кӛмектеседі, олар қазіргі экономиканың жағдайында табысты кәсіби қызмет 

үшін қажет. 

Құралға енгізілген практикалық тапсырмалар мен мысалдар теориялық 

білімді бекітуге және практикалық дағдыларды дамытуға ықпал етеді, бұл 

экономикалық профильдегі мамандарды дайындауда маңызды элемент болып 

табылады. 

Экономикадағы математика оқу-әдістемелік құралы студенттердің 

математикалық сауаттылығын арттыруға және оларды экономикалық саладағы 

табысты мансапқа дайындауға ықпал ететін құнды оқу ресурсы болып табылады. 

Экономика және басқару саласындағы мамандарды дайындайтын жоғары оқу 

орындарының оқу процесінде пайдалануға ұсынылады. 
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